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El programa de monografias cientificas es una faceta de la vasta
labor de la Qrganizacién de los Estados Americanos, a cargo del De-
partamento de Asuntos Cientifices y Tecnolbgicos de la Secretaria Ge-
neral de dicha Organizacién, a cuyo [imanciamiento contribuye en
forma importante el Programa Regional de Desarrollo Cientifico y
Tecnolbgico.

Concebido por les Jefes de Estade Arericanos en su Reunifin cele-
brada en Punta del Este, Uruguay, cn 1967, y cristalizado en las deli-
beraciones y mandatos de la Quinta Reunidn del Consejo Interamericanc
Cultural, llevada a cabo en Maracay, Venezuela, en 1968, el Programa
Reglonal de Desarrollo Cientlfico y Tecnolégico es la expresibn de las
aspiraciones preconizadas por los Jefes de Estado Ammerlicanos en el
sentido d¢ poner la ciencia y la tecnoclogfa al servicio de los pueblos
latinoamericanos,

Demostrando gran visifm, dichos dignatarics reconocieron que la
clencia y la tecnologfa estdn transformando la estructura econbmica y
social de muchas naciones y que, en esta hora, por serinstrumento in-
dispensable de progreso en América Latina, ngcesitan un lmpulso sin
precedentes.
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complernento de los esfuerzos nacionales de los pafses latincamerica-
nes y se orlenta hacla la adopeibn de medidas que permitan el fomento
de la investigacién, la ensefianza y la difusién de la ciencia y la tecno-
legfa; la formacibny perfeccicnamiento de personal clentifico; el inter-
cambio de informaciones, y la transferencia y adaptacitn a los pafses
latinoamericanos delconocimiento y las tecnologfas generadas en otras
regiones.

En el cumplimiento de estas premisas fundamentales, el programa
de monograffas represents una contribucifn directa a la ensefianza de
las cicneias en niveles educativos que abarcan importantfsimos secto-
res ¢e la poblacibn y, al misme tiempo, propugna la difusibn del saber
cientffico,

La coleccidén de monograffas cientificas consia de cuatro serics, en
¢spafiol y portupnés, sobre temas de {Isica, qulmica, bielogia ymate-
mética. Desde sus comienzos, estas obras se destinaron a profesores
y alumnos de ciencias de los primeros afios de la universidad; de éstos
se tiene testimonio de su buena acogida.

Este prefacio brinda al Programa Regional de Desarreollo Cien-
tifico y Tecnolégico de la Secretar{a (reneral de la Organizacidn de los
Estados Americanos la ocasién deagradeceral doctor Artibranoe Mieall,
autor de esta monograffa, y a quienes tengan el interés y buena volun-
tad de contribuir a su divulgacién,

noviembre de 1983
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... &s mangueiras do Pici,
INTRODUCCION

Si tuviéramos que fijaruna fecha para elorigen de las mateméticas
que se presentan en este fasciculo, no hay la menor duda de que lo si-
tuarfamos en 1843, a partir de la construeciébn, por W, R, Hamilten
(1805 1865), 17 del primer ejemplo de un cuerpo no conmutativo: el
caerpo de los guaternios. Las ideas de Hamilton tuvieron importantes
consecuencias como, por ejemplo, ila claboracién axioméatica del &1-
gebra lineal, cuyos principios fueron enunciados en forma generzl por
B. Pierce, en 1870, Ademds, el caracter no conmutative de las ope-
raciones de Hamilton ha constituido unvalioso aporte a la nocitn de ley
de composlcifn,

El paso siguiente fue dado por F. G, Frobenius {1849-1317},'® uno
de los mateméticos més originales de la segunda mita:l del siglo pasa-
do, Frobenius demoestrd que clcuerpo de los cuaternios es la finica 41~
gebra asociativa, pero no conmutativa, sobre R de rango finito y sin
divisores de cerc. Este resultado también fue demostrado de manera
independicnte por Charles Sanders Peirce {1839-1914). Peirce, hom-
bre de cultura universal, era hijo del mateméatice Benjamin Peirce,
quien descrubrif una importante identldad, la identidad de Peirce, 2
gaber: en un dlgebra alternativa 4, para todo Idempotente g ¢ i, se
tiene g = pxe + (ex-cxe) + (¥2 -exe) + (x-ex- 22 +exe) v esto, para to-
do x & 1. Tal identidad permite dar una descomposicidén natural del 41-
gebra 4 y sus consecuencias son importantes para el estudiodela es-
tructura de dlgebras alternativasg semisimples.(a) Es la demostracién
dada por Dickson del teorema de Frobenius la que se consigna en este
texto {cf. sl teorema 2.3, i.1.

Con la construceidn del #4lgebira de Cayley {Arthur Cayley, 1821-
1895}, @ que constituye el primer ejemplo de flgebra alternativa no
asociativa, fue posible enunciar la forma general del teorema de Fro-
benius {cf. el teorema 2. 3.2.).'® Subsiguientemente, los trabajos fun-
damentales de la Escuela Norteamericana, cuyo miéximo representante
es A, A, Albert, hicleron lo que faltaba o sea Iz formulacién de una
teorfa coherente de 4lgebras centrales simples, EIl libro de Albert, (57
publicado en 1939, es la sintesis de lo que hasta pse entonces se conow
cfa sobre ¢l tema. Una reformulacién delateorfa la da N, Bourbakil®’
afios m4&s tarde (1958}, pero hay que esperar hasta 19677’ para contar
con una teorfa completa de dlgebras centrales separables o dlgebras de
Azumaya sobre un anillo cualguiera, For supuesto, no se pueden olvi-
dar los importantes trabajos de M. Auslander®’ que contribuyercn a
dar forma definitiva a la teoris de Zlgebras de Azumavya,

Para profundizar en el tema, desde el punto de vista histfrico, se
recomiends al lector consultar la nota histérica del libro de M,
Bourbaki, 6



Esta moncgrafia es una introduccién ala teorfa de dlgebras centra-
les simples o digebras de Azumaya sobre un cuerpo, destinada a des-
pertar en algunos j6venes el deseo de conocer una delas mis hermosas
teorfas matemdticas hasta hoy construida: la teorfa de 4lgebras de
Azumavya,

Deseo agradecer a todos los que de una manera uotra contribuyeron
a la publicacidn de esta monografla y, muy particularmente, & los ase-
sares técnicos de la Organizacifn de los Estados Americanos, que me
llevaron a escribir un texte més apropiado a la realidad latinoameri -
cana.
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MODULOS SEMISIMPLES

En este capitulo se expondran algunos conceptos complementarios
sobre la teorfa de mbédulos simples y semisimples. Se supone gue el
lector conoce los elementos de la teorfa de anillos ¥ mddules, asf como
también los productcs tensoriales. EEd

En lo que sigue, por el término anillo se entenderd anillo con ele-
mento unidad y que tode mbdulo es unitario. Ademds, salve mencidn
contraria, el término médulo significa médulo a la izquierda.

1.1. MODULOS SIMPLES

Sean 4 un anillo y # un d-médulo (a la izquierda). Se dice que X es
un A.mfcdulc simpie o frreducikle, si ¥ es distinto de cero y si los dni-
cos submédulos de # son My el médulo cero. Es clars que si ¥ es un
submédulo de un d-médulo ¥, entonces el d-mbdulo cociente N/¥ es
simple si, y s6lo si, ¥ es un submédulo maximal de ¥, Decir gue ¥ es
un submiduic  marime? de M guiere decir gue ¥ ; M, esto es, ¥ es un
submbédule propio de ¥, v si ' es un submédulo de ¥ tal que ¥ = Ay A
entonces ¥ = ¥ o ¥ =M. La siguiente propesici6n vale para médule de
tipo finito:

Si M es un A-méduloa de tipo finite, la familia de todos los submédu-
los propies de M es &

anEL - En efecto, si (M) g ¢35 wna familia to-

talmente ordenada de subrmddulos propics de A, entonces U ¥, es un
rer

submé&dule propio de M, pues si se supone que U ¥ = M, existe un indice
1€1
m tal que Hn = M. Para demostrar esto se recurre al hecho de que & es

de tipo finito, En efecto, si %i,...,% esun sisternade generadores de
X, para cada fndice ¢, 1 $ L £ 7, existe unindice J{1) talque ¥ g M"E“ v
8im= max(j(1},...,Jin}), entonces ¥, € ¥p para tode ¥, o sea M= M
Por el lema dz Zorn {(cf. ts ), la familia de todos los submbdulos pro-
pios de / admite un elemento maximal. Dado ahora un submbdulo pro-
pio ¥ de &, basta considerar Iafamilia, novacia, de submédulos propios
de M que contienen a ¥ y aplicar a tal familia un argumento andlogo.

La siguiente proposicién muestra otramanera de expresar el hecho
de que un médulo sea simple:

Proposicibn 1. 1. 2. Jegn 4 ni 11 Eas aiguten-
teg condiciones som equinaient e i) M oes (it} o
aplivacidn 4-lineal Jr M~ 0 de Yen un A-mddnls M‘ €8 Lrjér A



En efecto, f :¥ =¥ inyectiva equivale a Ker(f) =0y f nula equi-
vale a Ker{f) =M, o Im({f} = 0.

5i ¥ es un A-médule y ¥ es un elemento de ¥, se denota por 4% el A-
subméduio a la izquierda de ¥ generado por ¥, o sea Ax = {ox|a €4} a1
conjunto de los mdltiplos de x, La proposicitn que sigue ofrece tam-
bién otra forma de expresar el hecho de gue un médulo sea simple:

Froposicibn 1. 1. 3. FPorg un 4-médulc M, las siguisntes condiciones
aon equivalentes: VM es un A-mddulo simrle, y (il} pora tode elemgnto X
de M, TF 0 teuemos Ax =N,

1.2, MODULOS SEMISIMPLES

Sean 4 un anille y ¥ un d-médulo (a la izquierda}). Se dice que
¥ es un A-m3dulo  semisimple si N es la suma directa de submé-
dulos simples de #. Es claro que tedo mé&dulo simple es semi-
simple, pero hay ejemplos de mddulos semisimples que no son
simples.

Ejemplo 1. 2. 1. Sean & un cuerpo conrutative y 4 = M) el anillo
de matrices cuadradas NXn con coeficientes end, donde "= ] es un en-
tero., El d-médulo 4 es semisimple. En efecte, sea I, el conjunto de

matrices {¢4,)de 4, donde &3 = O para i=1,.,. % ypara J=1,...,"%,
J# %, Es fécil ver que I, es un ideal a la izquierda de 4, ¢ seaun d-
submédulo a la izquierda de 4, que #= 11 @ .,. @ J yqguecada I, es un

A=médule simple. En consecuencia, 4 es un 4-mbdulo semisimple.

Proposicibn 1. 2. 2. Sean 4 wun anilio y M wn d-mddulo.  Las siguienm
es condixiones son eguivalentes: (1) M es un A-mdduleo semiaimple; (i1} M
8 swla de A-submddules simmles, # (111} tode A-submoduic de M es  su-
mande Jirectn de M.

La condicién (ii) dice que ¥ es suma, no necesariamente directa,

de submbddulos simples y resulta claro que la condicidn (i) implica (iil.

Supbngase ahora que la condicidn (ii) se cumple yescribamos ¥ = ZM"'
L1

donde cada M, esun 4-submédulosimple de ¥, Sea ¥ un 4-subméduls de

My mostremos que V es un sumande directo de M. En efecto, sea F{I)

la familia, no vacia, de los subconjuntos J7 de I tales gue la suma N +

+ My sea directa. La familia M) es inductiva y, por el lema de

1€
Zorn, Fid) admite un elemento maximal Js, © sea la suma F =

=& !QJ /M, es directa. Es obvio que si i €J - J,, entonces ¥ NF# O
o

"

pues 51 fuera ¥, N P= 0, entonces Jy U {t] perteneceriaa F(J) y, por lo

tanto, Jy ne serfa maximal, Como M; es simple, resulta ser ¥, NP =

=M, osealyy “F para tedo ¥ en [. Estosignificaque ¥ CF, esto es ¥ =

= F. Se ha mostrado asfque M= H@sg M, o, logue es equivalente, que
Q

¥ es un sumando directo de ¥, Esto demuestra que la condicién (i) im-
plica {iii}, Supdngase ahora que la condicidn (iii} se cumple v mostre-
mos gque el A-médule ¥ es semisimple, osea que (iii) implica {i}). Para
esto, se mostrari inicialmente que /f posee un submbdulo simple. Sea
% un elemento no nule de ¥ yconsideremos la familia (%} de los submé-



dules ¥ de M tales que ¥ £ ¥. Una tal familia es no vacfa y es inductiva
y, por lo tanto, admite un elemento maximal Ng. Existe, entonces, por
hip6tesis, un submédulo Fde ¥ tal que ¥ ® 7= ¥, Se afirma que el 4-
mbdulo F es simple. En efecto, sea 4 # 0 un submédule de F; por hipb-
tesis, Fi es sumando directo de F, o sea que existe un 4-submédulo Py
deFtal que P=F @ F; v lamaximalidad deloimplicaque x € F, @V y que
x € P, @ N, esto us, se puede escribir X=X, T = X5 + Uz, donde X, €F,
(t=1,2ley €ENg (L= 1,2). Lacondicibn # - b= - % + % €V NFP= 0
establece que % = X3 = 0 y, por lo tante, ¥= 4 = ¥a € ¥y, lo que es ab-
surdo. Eato demuestra gue P esun A.mbdulo simple. Considérese aho~
ra la familia (P )g; de tos submédulos simples de ¥ de maneratal que la

suma ZP; sea directa y que, ademds, J sea maximal con esa propie-
1€1
dad. Una vez mis esto es posible por ellemade Zorn. Resultaser ¥ =

= 181"’;, pues si no lo fuera, se tendrfa M= (g?;]@ ¢, donde 9 # 0 es un
§

submédulo de &, Por lo diche, § contiene un submbddule simple [, con

% €I, v es faeil ver que la suma F, es directa, loquecontradice
ftady n]

la maximalidad de I,

Corolarioc 1.2.3. Sean £ wn awilic y O =M — M - M~ 0 wna sucesidn
exacta de d-mddulos., Eutomeas el A-miduloM es semisimple si, v adlo si,
L) - I3 - ’ -
log Aemddulos My MY son semisimples y la sucesidtn go escindida.

En virtud del corolario, todo submbdule v tode médulo ceociente de
un mbédulo semisimple es semisimple.

Proposicifn 1. 2. 4. Sean £ wn awilis p ¥ unA-miduiode tive finito.
5] A-mddule ¥ es cemieimile 8i, wadlo i, ¥ ee sume directc  de unm MR-

mere finito de A~médulos ginpies.

Como M es semisimple, es suma directa de una familia (¥, )¢ de
A-médulos simples. Sea {x,... ,%} un conjunto finito de generadores
de M: existe entonces un subconjunto finite J de [ talgue &; € @ Myl =
=1,...,n luego M= @M, e

LY

1.3, ANILLOS SEMISIMPLES

Se dice que un anilio 4 con elementounidades gemigimele sl 4, cone

siderado como un 4-médulo a la izquierda, es unA-mbédulo semisimple.
El teorema siguiente caracteriza los anillos semisimples:

Teorema L 3. 1. Para i aniilo 4 won elements wridad, lae siguion-
tes comdiciomes son sgwivalentes: (i} A es wn aniilo sewisieple; (i) zode
A-mpduilo ez semfgimple; (Mi)todo 4-midulc es propective; (iv) tade  A-
midulo es ingectivo, u (V) fodo swresidn exacta de A-mdduios 0 = M - M-
o M~ 0 g5 escindida,

La demostracién de este importante teorema scbre anillos semi-
simples es bastante sencilla si se tiene en cuenta lo dicho en los para-
grafos anteriores y algunos resultados elementales sobre mddulos.



De hecho, 8id es un anillo semisiraple, estoes un A-médulo semi-
simple, todo 4-médulo libre es semisimple, pues una surna directa de
mddulos semisimples es también semisimple (ef. el ejercicio L 7. 1.}
Como todo mbdulo es cociente de un mbddulo libre, sigue que todo A-
mbdule es semisimple. 5e denmestra asfque (1}={ii). Supbngase aho-
ra que la condicin (ii) se cumpla y sea ¥ un A-mbdule. Se sabe que
existe una sucesidn exacta de A-mddulos 0= 7 =L =¥ =~ 0, donde [ esg
libre y ® es un submédulo de L., Por elcorolario k. 2. 3., una tal suce-
sibn se escinde y, por lo tanto, # es proyectivo, pues es sumando di-
recto del A=mbdulo libre 1. Esto dice gue (ii) = (iii). Admitase ahora
que se cumple la condicibn (iii) v sea ¥ un 4-mdbdule. Se sabe que exis-
te una sucesidn exacta de d-mbdules 0 =4 = ¢ — 5 - 0, donde ¥ esun 4-
médule inyectivo, Como todoe 4-mébdulc es proyective, una tal
sucesibén se escinde ¥y /f resulta ser sumando directo de &, lue-
go inyective. Vemos asl que (iil} * {iv), Es claro, ademds, que
(iv} (o (iii}} implica trivialmente (v} ¥ que (v) implica inmedia-
tamente ({lii) y {iv). Supbngase, finalmente, gue se cumple la
condicidn (i), o sea que todo f-mbdduloes proyectivo, v sea J un ideal
a la izquierda de 4. La sucesidén exacta de 4-mbdulos a la izguierda
0«1l —=4~4/] —0es, entonces, escindida y, porlotanto, T es suman-
do directo de /|, ILa proposicién L. 2.2., (iii), dice gque 4 es un anillo
semisimple. Se ha mostrade que [iii) = (i}, con lo gue termina la de-
mosgtracidn del teprema.

En lo gue sigue se daréin algunos ejemplos de anillos semisimples.

Ejemple 1.3.2. Todo cuerpoes un anillo semisimple.

Sin embar-

dados en los ejemplos siguientes.

Ejemplo 1.3.3. Sean £ un cuerpo conmutative v 4 = M (&) el anillo
de rnatrices cuadradas "N%% con coeficientesen #, Entonces Jdes unani-
llo semisimple {cf. el ejemplo L 2. 1.}, si bien més adelante se veri
(cf. 1. 6.} que, en realidad, 4 es un anille simple. Afin mé4s, la con-
mutatividad de £ no es esencial, o seavale aqufun resultado més gene-
ral: si ¥ es un anille con divisién, entonces ¥y} es un anilla simple v,
reciprocamente, si 4 es un anillo simple existe un anille con divisién &
tal que £ es isomorfo a 4, (X) para algln entero n (Teorema de Artin-
Wedderburn; ¢f. el teorema 1. 6.5, ).

El ejemplo siguiente muestra un casoimportante y notrivialde ani-
llos semisimples. Para ello, hay que recordar antes algunas nociones

La_

indispensables para entender el seurems de Masphie.
Sean, en efecto, & un grupoy & unanillo conelemento unidad y con-

sideremos el conjunte #[F]de las combinaciones lineales formales Z Lo,
o€s
donde los Ay estin en { y son casitodos nulos, o sea en tal suma existe
solamente un niimereo finito de elermentos O de &, talesque Ay # 0. Asi-
mismo cabe describir £[¢] como sigue: para toda aplicacién U & = £,
e} ssporte de W es el conjunto Sopii) = {9|c €G, w(v) # 0} y XL5] es el
conjunte de las aplicaciones & ;7 =& con soporte finite. Es clare que
KL5] es un K-mbdulo a la izquierda libre y unma base de ¥LZ] sobre X




estid dada por las a.plica.ciones €y:4 = ¥, donde 0 £ 7, definidas por
€g(T}= bgq paratodo T en ¥ vdonde bg7 vale |, si 9= T, y cern, si 0F T
{simbolo de Kronecker). La estructura de anillo con elemento unidad

de X167 esdada porla multiplicacidn (wu'} {T) = Z wig) u' {0') paratedo
og'aT
Ten & y cualesquiera que seani y u! en ¥L[F). En términos de combi-
naciones lineales formales, la multiplicacién de £[3] se escribe (Z)\geg)
g
Euaeg} = Z AgMqEg€r, dondelos Agylos Mg estdnen X v donde €y €7 = €41,
a, T
cualesqulera gque sean Oy 7T en &, De este modo, se define sabre ¥[3)
una estructura de anillo con elemento unidad. Ademés, ! ondilz K[G]
anr gommutatioo 51, w 8% ¢ eonmiatiso w G es un wrupo

abelian:. Se dice que ! [J e 22ure de G gobre £,

El tercer ejemplo de anille semisimple estd dado por cl siguiente
teoremas:

Taorema 1.3.4 (Teorema de Maschke), Jean X wun cuerpc commita-
tive w G un arupe flaits de ondenw M. riatioa da X ne Hoide o

n, entonces KL0) es wn amills {a la 1zqu1erda y & laderechal.

Sea [ un ideal a laizquierda de X[¢'J; basta mostrar que ¥es un su-
mande girecto de X[G] y aplicar la proposicién 1.2.2. (ili). En otras
palabras, £[5] es un anillo semisimple. Si se consideran ¥y X[¥], -
espacios vectoriales, & es un sumando directode ¥[&), luege existe una
aplicacidn X -lineals : ¥1GJ =/ tal que /%) = X para todo ¥ en ¥. Por
otra parte, el bhecho de que la caracterf{stica de f{ y Nseannfimeros pri-
mos entre sf implica que % tiene inverso en ¥ o, precisando afin més,
que 71 tiene inverso en A, dende 1, es el elemento unidad de £. Cahe
entonces considerar la aplicacién % : £[G] = ¥ definida por

o) = L+ Y ore)
’ *EG
para todo X en KLU]. Mostremos que P es K{Z1-lineal, Enefecto, pa-

ra todo T en G, se tiene »(TX) ='-?-i- z cf (T MTx) = T(% Z rTrgrt gy =
N Jes

1
= T(_ \Z\Jf(o LX) =T i}, cualquiera que sea ¥ en¥[¢J). Como Pes £-

TEE
lineal, resulta que ¢ es también Z[7]-lineal. Finalmente, como para

1 . 1 o

todo ¥ en N se tiene p{x) = — Z‘U glx== % x= %, se concluye que ¥ es
n Lo
i1 aEG

un E[0)-sumando directo de &[G].

A continuacidén se estudiari con mis detalle la teoriade anillos se-
misimples, para después pasar a los anillos simples.



Propesicién 1,3.5, Sza A wn gnillo sewisimple. Todo A-médulo a
la taquierda simple es isomorfs g un ideal 2 la izguierds minimal de A.

Sean # un 4-rmbdulo a la izquierda simple ¥y X 7 0 un elemento de #.
La aplicacién 4-lineal 4 = ¥, definida por o~ ax, es gobreyectiva v su
niclec I es un ideal a la izquierda de 4, luego es un sumande directo
de 4, o sea existe un ideal a la izquierda. de 4 tal que I&.J= 4, Esto
dice gque existen iscmorfismos de 4- médulos a la izquierda J a d/L =W
y que J es minimal, pues # es simple.

Corolario 1,3,6, Jeq 4 wn anilio semisinmle., Tode Ad-mbdulo a la
taquierda ac {Toomaorfe a wna swnz Jiveste de ideales a la 'r,‘.qme”au M
nimales de 4, En porsioular, tode d-mbdulc a la tagulerds de tipe Fi-
s es fecmorio a wuna swng divecta de uwn nimave finito de 14 ales a
la isquierda minimazles de 4.

El corolario resulta de la proposiciénanterior y de las proposicio-
nes L. 2.2, y 1. 2.4,

Iio semiainpie v A =119 ., @4,
edies o G 74‘""*% P;’ J.C{' '?T'lﬂ""‘

Tde A ex {somorfo

Propoaicibn 1,3, 7, Szan 4 un anid
wna descomposioldn de 4 en guma JHrvecta e
" les. E?’?*mh_e.;, tedo idenl o la faquierda minimsz

comg A-mbdulo a la faguierds, o alglm Ay,

5i [ es un ideal 2 la izquierda minimal de 4, no puede ser 4,J= 0
para todo L, pues en tal caso se tendria 4= 0, luego £ = 0, Existe,
por consiguiente un indice ¥, 13 ¥ 3 n, talque 4,1 # 0, luego, en virtud
del lemna 1. 3.8., J es isomorfo a 4,, ambos considerados 4-médulos a
la izquierda. E! lema siguiente finalizala demostracién de la proposi-
cifn:

Lema L. 3.8, Sean 4 wn anilic con alements
a la {squiardz mi ol

les de d. Envowncss IJ =
Awmitdulos o lo tas Tulerda

SidydJ son ideales a la izquierda del anilio 4, el producto I/ es
también un ideal a la izquierda de 4 comtenide en J, y por la minimali-
dad ded, resulta serIJ=0 olJ=J. 81 IJ =, existe un elemento ¥ €4,
¥#0tal que I¥# 0, luego Iy =J, pues Iy es un ideal a la izquierda de
4 contenide en J. La aplicacién [ = J, definida por X = X}, es A-lineai,
sobreyectiva y su ndclec es un ideal a la izquierda de 4 contenide en I,
Come tal nécleo no puede ser igual a J, pues en tal casc se tendrfa
Iy = 0, é] es necesariamente nulo, debido a la minimalidad de I, Lue-

go la aplicacitén I = J definida es un isomorfismo de 4-médulos.

En realidad, la proposicibén 1.3.7. valeencondiciones mis genera-
les v su demostracidn es similar a la que se acaba de dar:

Proposicibn 1.3.9, Sean 4 un aniils sem:s-rwre, Hous A-m
la tequierds de fipo Finivs u M = £, @ ... ® 4, wna descompos n
en tdeales a lo fanquierda minimales f"ﬂ 4. Entonoces tods d-submbdulo
sirwle de M oes diszoms aomy A=mbdulo o lo dfzguierds, a algim 4y,




1.4, SOBRE EL RADICAIL

Se ha dicho va que s5i 4 es un anillo con elemento unidad y & un 4~
médulo a la izquierda de tipc finite, entoncesf tiene submédulos maxi-
males (¢f. la proposicién 1. 1. 1.). Dado un 4d-mbdulo a la izquierda ¥,
no necesariamente de tipo finito, el radical ded es el submédulo Ai) de
¥, interseccién de los submbédulos maximalesde ¥, Peropuede ocurrir
que un mbdule ¥ no tenga submédules maximalesy eneste casc se pon-
drd Ri¥y=¥. 5i¥ es un 4- mbédule de tipo finito, necesariamente A{¥)
< M. Ei radical de un anillo 4 es el radicai de 4 considerado como 4«
mbdule & la izquierda.

Proposicién 1. 4. 1. E! padieslde umaniile d esun ideal bildtery de A.

Es claro que si 4 es un anillo, A(4) es un ideal 2 la izquierda de 4,
pucs Se trata de una interseccidn de ideales a la izquierda de 4. Pro-
bemos que F(4) es también un ideal a la derecha de 4 y para esto mos-
tremos que cnalesquiera que sean ¢ en B{#4) y b en 4, se¢ tiene ab € R4l
En efecto, sean & € 7{d) y b € 4, y considéreseelconjunto J = fc]c €4,
¢k € I}, donde 5 un ideal a la izquierda maximal de A. Es evidente
que J es un ideal a la lzquierda de & y, por lo tanto, surgen dos posibi-
lidades: o bien J = A y, en este caso, ¢ €J, asea ab €I, obienJ T4y,
por lo tanto, J ests contenido cn un ideal a la izguierda maximal ¥ de
A. Mostremos que J=#. Sea ¥ €4 y consideremos el ideal a la iz-
gquierda I + dxb, Por la maximalidadde resulta I+ Axb=T o T+ 4xb=
=4, En el primer caso, se tiene 2 €I, luego X €4, y en el segundo
caso, se escribe B = ¢+ axk con ¢ €1y 0 €4, Esto pene de mani-
fiesto qua (1 - w¥)b = ¢y, por lo tanto, 1 - dx € J, o sea 1 - @x € ¥
Como ax € M, resulta 1 €, lo que es absurdo, Asf, hay que eliminar
¢l segundo caso, esto es, vale solamente la primera posibilidad y ella
es que ¥ = J, Como & € R[4}, resulta ser & €J, luego ob €., Pero
esto tiene validez cualquiera que sea el ideal a la izquierda maximal I
de 4, 1o que implica que 2d € R{4).

"

Proposicibn 1. 4. 2. Jean 4 wr antilo y ¥ wn d=mddulo o la {aguiends,

Prtonazs R{AW S RM).

Sean @ & F(4), ¥ € ¥ y mostremos que 2X € A(}), o sea que para todo
submédulo maximal ¥ de &, ax € /. Para esto, considérese la aplica-
cién A~lineal @ : 4 = ¥/¥, definida por ¢ = 0%, donde X enM/¥ esla clase
de % mbdulo ¥. Comeo 7 es maximal en#, el d-mddulc cociente M/NV es
simple y, por lo tanto, ¢(d}= 0 6 wiA}=X4/F. En elprimer caso, % gy,
luego ax € ¥, y en el segundo caso, ¢ es sobreyectiva. Su nicles J es
un ideal maximal de 4 vy © induce un isomorfiamo de A-mbdulos a la iz~
guierda A/J = M/F dado por & = ¢X, donde & en 4/ es la clase de ¢ mb-
dule I. Como& = O end/l, pues @ € I, entonces oX = 0 en #/1, luego
ax €71,

Adviértase que si el 4«-mbdulo ¥ notiene submbdulos maximales, la
proposicién 1.4.2. es trivial pues en este caso (M) =N,

Ejemplo },.4.3, El Z-médulo € no admite ni submddules simples
ni médulos cocientes simples y, por lo tanto, el Z-mbduloe @ no tiene
submb&dulos maximales. Esto implica Ri{2)= €@ @ se considera como
Z -mbdule,
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Proposzczén l.4.4. {Lema de Nakayama). Soan 4 ws anille, ¥ un A-
midula o la iaquierda Jde g f‘ ‘Lo w W own A-submidule da Moo :
=N + I¥, donde T es un f/"e il de A comtenido en el radical Rit) de 4. En-
tonass M=),

5i se supone que ¥ ¢ ¥, entonces J estd contenido en algin submé-
dule maximal F de #; untal submédulo existe, pues ¥ es un 4-mbdulo de
tipo finito, Luego, ¥ + IN TP+ RAW =N, o0 sea & + A{AM = ¥. Como,
por la proposicién anterier, A4 <P, entonces F= ¥, lo que es absur-
do. Esto dernuestra la proposicién.

Otra versién del lema de Nakayama es la que sigue y es de utilidad
para cbtener resultados ulteriores,

Propoum 1611 1 4 5. (Lema de Nakayvama), Seqn 4 wn anilio, M wn A-
micielo a i fwito o ¥ wun A-submds de M tal que T +

+ Ry =M

Supbngase que ¥ ;—"M, existe un submdédulo maximal Fde #talque ¥ &

P, luego :V— F+RMYCFP+RINCH, osea PHAM= My como R(M) ©F,
sxgue que P =M, 1o gue ne es posible, pues P es maximal.

Esto permite demostrar ahora el siguiente teorema, el cual es una
caracterizacifn mmy atil del radical de un médulo:

Teorema L. 4. 6. ZJeow 4 wum anflle, M wn A-mddulo o lo
tipe Finito o {m,...,x 1w to f o de gemeradove
aondiod i nece.ﬂayr. antn X EM pertare
8 Qy,..., 8 T2 4, los

a i) es qua
rmevitos Oy + (:r,,_x,, . xn + a,x j.f.}m.M wn aiote G de generadores de M.

@l

En efecto, supbngase que % € A(¥) v sea ¥ el 4-submédulo de ¥ ge-
nerado por los elementos & + 4%, .., ,% + 2% Laidentidad (%t ax) -
cax= X (U=1,..., n) dice que ¥ + A(H} = ¥, luego ¥ = ¥. Reciproca-
mente, supbngase que se cumple la hipdtesis del teorema, perc gque x
fﬁ{M). Existe, entonces, un d-submébdulo a la izquierda maximal ¥ de
Htalque X § ¥ v, por lo tanto, dx + ¥ = i, Luego, para cada f{ndice %,
1 £%=n, existe un elemento @, en d talqueXy+ (-2 )X EF(L=1,..., A},
Puesto que los elementos Xy + {-adx (L =1,.,,,7n generan ¥ como 4-
modulo a la izguierda, entonces ¥ =24, lo que es absurdeo.

Corolario L. 4, 7. Seq A wm anllis. EI vadiecl RiA) del oni
28 e wongunto de Tos slamentor X de A toieos gue 1 - ax sex Tnveraible
a lu feguierds en A, vara todo elemento o en 4.

Por ser 1 generador del 4-médulo a laizquierda 4, basta aplicar el
teorema anterior, que dice que una condicién necesariay suficiente pa-
ra que un elemente X de 4 esté en 7 {4} es que 1 - 3% sea un generador
del A-mddule a la izquierda 4, para todcelemento ¢ € 4. Enconsecuen-
cia, esto ocurre si, y sblo si, se puedeescribir 1= a(l - aXjcona € 4,
o sea si, y sblo 8i, 1 - 3% es inversible a la izquierda en 4, para todo
e & 4.



Corolarie 1. 4.8, B! vadical
de log tdeales bildtercs I de A
ra tode glemento x € I,

Sea x & {4}, ¥or el corolario anterior, 1 = X esinversible a la iz-
quicrda en 4, o sea existe un elemento ¢ € 4 tal gue a{l - x)= 1. Sea
B=1-Gjcomob=1-a=.02x%RA4), existe un elemento ¢ € 4 talque
1=g{l = b}= ¢0, es decir, & es inversible también a la izquierda, lue-
go & es inversible en 4. As{, 1 - ¥= 2™ es también inversible en 4.
Esto demuestra el corolaric.

1.5, ANILLOS ARTINLANOS

La nocidén de anillo artiniano aparece por primera vez en el trabajo
fundamental de Artin,(a) se define a partir del siguiente resultado:
¥ B g

nres
ates = ?--m

r dearandie

Supéngase gque sc cumpla la condicidén (i) v considérese el conjunte
C= {.q,. e Losenes }; C tiene, por hipbtesis, un elemento minimal Ip,
D sea 43 > I, para todo #. Pero, por otra parte, I, <r, para todo A& M,
o sea, I, = I, para tode X =z m. Esto demuestra la condiclén (iil. Si
ahora se cumple la condicién {ii}, considérese unconjunte & novaclo de
idecales a la izquierda de 4. T&mese [, € 2. O bien ) ¢s minimal en &
¢ Ii contiene algQin elemento Iz de ¢. De nuevo, o bien Jz ¢s minimal

o Iy contiene un elemento I3 de & Se construye asi una cadena descen-
diente ; D > ... > I, >.., de ideales a la izquierda de £ y, por lo

tanto, existe un enterom 2 1tal que I, = I, paratodo ¥ 2 m. El elemen-
to I, es un elemento minimal de &, Quedademostradoasique la condi-
cibn (i} se verifica,

Un anillo que verifica las condiciones equivalentes de la proposicibn
e

anterior se denomina ane
loga puede ser dada para
ce arcintuna si es, a la vez, artinianec a la izquierda y a la derecha.

Q‘!‘f'ﬁ-?i’.’:(’"ﬁ‘f‘ a In izguierds. Unadefiniciénan-

a

Do e tdide

10 o s derecha vy un anillo se di-

Wil dad ex pemiaotmn iy al,

Proposicién 1. 5. 2.

on e lama
goeGlo oty as avtintann g e

Recuérdese gue un anille 4 con elemento unidad se dice ain ro N
gi A{4) = 0. Supbngase que 4 sea un anillo semisimple. Es clare que /1
es artiniano v se demostrars que A{d) = 0. Sean a # Dun elemento de 4
yid=4&..., @4, la descomposicidn de 4 en una suma directa de idea-
les a laizquierdaminimales. Entoncesd=ay+.., *4a,, donde &, €yl =
=1,..., "}, y se puede suponer, por ejemplo, que a,#0. Resulta, enton-
ces, qued £A, 8, ., ®d, yecomod P, .. @4 es un ideal a la izquierda
maximal de 4, se tiene ¢ § A(4). Reciprocamente, supbngaseque 4 sea
artiniane {a la izquierda) y que A{4) = 0 y muéstrese que 4 es semisim-
ple. Para esto, sea J un ideal a la izquierdade 4 y muéstrese que I es
sumando directo de 4. Considérese entonces el conjunto de los ideales
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a la izquierda J de 4 tales que J *J =4, Talconjunto esno vaclo, pues
I+4 =4, luego admite un clemento minimal J y basta mostrar ahora
que £ NV =0, Supéngase qued NV ¥ 0y sea & ¥ Ounideal aia izguier-
da minimal de 4 contenido en £ OJ, ComoRi4) =0, existe unidealmaxi-
mal ¥ ded gue no contiene a 5 y, porlo tanto, 4 =5 + ¥, Por ser B </,
entonces J & ¥ y en consecuencia /' = ¥ NJ T, ycomo se tiene también
B+rHiNd QE+J, resulta A= I+J s I+ B+ M NONJT ST+ B+ =1+,
csea 4 =4 *+J', lo que es contrariocaquev seaminimal con la propie-
dad A= 1 +¢. Luego, I1J =0, io que demuestra la proposicién,

Corolario 1. 5.3, 81 A es wun anilleo artintane, &£l anillc coclente
AR au serdgimple.

Como el anillo cociente 4/7(4) es artiniano y A /F(4))= 0, enton-
ces A/A{4) es un anilloc semisimpie.

Véase ahora cémo la nocifn de nilpotencia interviene enla tecria de
anillos artiniancs, 8i 4es un anillo, un elemento ¢ de 4 se dice niiso-
tente si existe un entero M Z ] tal que 8" = 0 v un ideal a la izquierda
de 4 se dice nilpctente si existe un entero M 2 1 tal que £° = ¢, donde I
es ¢l ideal a la izquierda de 4 definido inductivarmente por {* = I ¢ I* =
=I**I, Adviértase gue decir que {* = 0 equivale 2 decir que para toda
famnilia €3, ...,%; de elementos de £ setiene 3; ,,. %z = 0, Resulta cla-
ro que st un ideal es nilpotente, sus elementos son todos nilpotentes,
pero la reciproca es falsa,

Ejemplo 1.5.4. Sean Z el anillo de nfimeros enteres y p = 2 uwnni-
mero primo, y considérese, en el anillo producte 4 = HMZ/ (r"), elideal
n

I definido por I = Cgl(p}f {#"), Es ficil ver que los elementos de J son
'

todos nilpotentes, pero el ideal I no lo es,

Un ideal I de un anillo 4 se dice un nilidex! sitodo elementode I es
nilpotente. Asi, si bien todo ideal nilpotente es un nilideal, un nilideal
no es necesariamente nilpotente, come muestra elejemplo dado{ejem-
pic 1.5.4.). Sin embargo, hay un caso en que esto es cierto, a sabesr:

Lema 1.5.5. Jerm Awanillo e I wnideal a la {zquierdade A de tie
po finita, Si 0 es un wilideal, entonces I es wn ideal niipotente.

Sea, en efecto, foor, ..., %] un conjunto de generadores del ideal J;
para cada indice ¢, 1 £ 1 % n, oxiste unentero M2 1 tal que X§' =0 (L =

=1,...,7%). Bastatomarm=m +_.. +mpara verque I"= 0, ¢ sea el
ideal I es nilpotente,

Para un anillo 4 con elemento unidad, sea {4} la suma de todos los
ideales a 1a izquierda nilpotentes de 4. Es claro que J{4) es un ideal a
la izquierda de 4 y se tiene la siguiente proposicidn:

Proposicibn 1.5.6. Sex A wun anilic con elements unidad. Todo nii-
ideal a fa isquierda de A estd vontenido en R{A) y, en portioulor J{4) &
SFIVAR

La proposicifn resulta inmediatamente del siguiente lema:



Lema 1.5.7. Sean 4 wn gnillo con elemento wiidad ¢ I wn ideal a la
taquierds de A tal que T RA). Entonges I convierne elementos ne wil-
potentas,

5iJ es un ideal a la izquierda de £ tal que I & R(4}, existe un ideal
a la izquierda maximal ¥ de 4 tal que JEH, luego T+4 = 4. Se puede
entonces escribir 1= e+ b cone €Iy b &N vy, porende, 82 = 2(1 - @} =
= {1 -G)a = b2 y, por tanto, para todoenterc % 2 1 se tiene 1= (¢ * p)" =

n -
(k}akb“ ‘. 8ic¢ fuera nilpotente, existirfaunentero W 2 1 talque a® =

[L]] 13
= . . e Mo kg amk o gemh L (T aed e Mgt
0 v esto implicaria 1 Z(k)a > @ (e w7 e,
k=0

o sea 1 €4, lo que es absurdo.

Proposicién 1,5, 8, EI radice! Je wn anillo aviiniano es wi  ideal
nilrotente.

Sean 4 un anillo artiniano y # su radical. La cadena descendiente
FOR¥D ... 2R >... deideales bildteros de 4es estacionaria, s decir
existe un entero m = 1 tal que A*= 7", para todo £ 2 m. Sea J= R y su-
pbngase que A no sea nilpotente. El conjunto & de los ideales a la iz-
quierda J de A rales que IJ # 0 e IJ €. es no vacfo, pues [ # 0 e =TI
y, per lo tanto, admite un elemento minimal J. Como I{IJ)= LT # O e
I(XIJy=IJ7 < I, entonces IJ pertenece afin al conjunte &y, por la mini-
malidad de J y el hecho de que IJ ©J, resulta IJ = J. Si se mmestra

— _ Dy s

por el lema de Nakavama J = 0, lo que es absurdo. Seanentoncesd er
y b €J tales que &b sea un elemente nenulode J. Elideala la izquier-
da 4% estd contenido en J v, ademés, JiAb) # De {4} LTI, o sea 4Ab
pertenece al conjunto & Por la minimalidad de J se concluye que J=
= Ab y J es un 4-mbdule a la izquierda de tipo finite. Esto concluye la
demostracifn de la proposicifn.

Ta pume Ade

Lo avriviano, el

Corolario 1,5. 9. Fu un znt
rda (0 a la derseha) niin

tadas tos ideales a la faguie

El corclario dice que 8i4 es un anillo artiniano, el radical de 4 se
escribe R{4] = J{&). Ademéis, la proposicidén 1.5.8. tambidn puede
enunciarse de la siguiente manera: el radical de wr anille avtinigue A
eg el mds grandez ideal bilatery nilpstente g A. En el caso de un anillo

conmutative se pueden dar resultados més precisos, a saber:

Corolaric 1.5, 10, X7 vadfenl de wn anilio avtinizno eowmctative es
el confunto de sus elementos nilipotentes.

Finalmente, para terminar este pardgrafo se mencionari el teore-
ma de estructura de anillos cvtinmianse commutotivsg, pero sin demos-
trarlo. Su demostracidn requiere téenicas de dlgebra conmutativa cuyo
planteamiento seria muy largo de exponer agui (ef. (“, teorema 8, 7.}

Tecrema 1,5.11, (Tecrema de Estructura}l., im awillc artinicuc
conmtetive es, de wmanerc tmica a mengs de un feomorfigmo, Wi producto
divects de wn rimero finito de onillos ariinicmes conmutativos locales.
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El Teorema de Estructura tiene una consecuencia muy impottante,
parte de la cual estid dada por la proposicién 1. 5.2.:

Corolario L. 5. 12, Igra wn enilic conmcabive 4 com alemento u
tes condiciones son equivaientas: (1) 4 es wn amilla
su finico elemento niljpotexte eg caro;  (ii) 4 es wn omiilo

% i
sre, w {1il) A es producte din ]

gete de wn wimgre Finito de  ouer-

i, 6, ANILLOS SIMPLES

Un anillo artiniano 4 se llama =2i+le si 4 £ 0 y si 4 notiene ideales
biliteros propios, o sea los Qnicos ideales bildteros de 4 son 0 y 4.
Como el radical de un anillo es un 1deal bilitero, se sigue {cf. propo-

sicién L. 5.2.) que todo aniilc sirmelz e pemisimple.  Sin embargo, hay
ejemplos de anillos semisimples que no son simples {cf. el teerema
1,3.4, )., Obsérvese gue un anillo simple 4 noesnecesariamente un 4-
médulo a la izquierda [0 a la derecha) simple {ef. el ejemplo 1.6.4. L.

Tecrema 1. 6. L. Un and il
pone come ewma directs de {deales o

. . =y
morfoe antre of aomo A-midilos w

degmarie
iy fac-

Sea 4 un anillo semisimple; si 4 admite una descemposicidn
4 =2 A4,%,.. @4, como suma directa de ideales a la izquierda minima-
les dos a dos no isemorfos (cf. la proposicién 1,3.7.), entonces 4,4, =
=0, para LA J, y 4442 4,4, C 4y, o sea 44 = dy para L= 4,...,7.
Esto quiere decir que cada 4; es tammbién un ideal 2 la derechay, por

consiguiente, un ideal bildtero de A.

Resulta entonces de esta observacifn gue s1 4 es un anilio simple,
puede escribirse 4= 4% ... ®4,; como suma directa de ideales a la lz-
quierda minimales (pues 4 es semisimple) todos isomorfos entre ellos,
puesto gue 4 tiene como Unicos ideales biliteros a 0y &, La reci-
proca del teorema es inmediata.

2o M-

Ceorotario 1, 6,2,
e cddpeota de owm wi

?
)

Sea 4 un anillo semisimple. Hemos visto que & admite una des-
composicifn & = 43 ®.,,, @4,, donde cada 4y es un ideal bilitero de
4y dd; = 0 para ¥ # J, Ademds, es claro que cada 4; es un anille
simple ¥y que 4 = 1,® .., @4, es un producto directe de anillos, La
reciproca es inmediata.

El paso sigulente es el froremas de  Neddzvburn que dice esencial-
mente que todo anillo simple es el anille de endomorfismoes de un mb-
dule libre de¢ range finite sobre un anillo cen divisién., Obsérvese que
un anilio 4 se dice un ani !z coom

A,

Lerma 1.6.3, 5

Iibre
Entoniogs =

el




Comoe Endy{(¥) es isomorfo al anillo #,(4} de matrices cuadradas nXn
con coeficientes en 4, donde n es el rango de ¥, es suficiente mostrar
que el anillo My(4) es simple, Para esto, designemos por 4, el conjunto
de las matrices n#n de #,{4), cuyas columnas distintas de la i-&sima
scn todas nulas, y donde 1 £ ¢ 2 1, Es evidente que 4; es un ideal a la
izquierda de M,(4) y que M {d)= ,& ... ®4,. Ademés, cada J;esunideal
minimal de ¥,(4). En efecto, si @ vy b son elementos de 4;, con @ # 0,
existe un elemento & en A {4) talgue %& = b, pues si se supone, por ejems-
plo, que 2 = {Gy) v que existen indices ¢ y Jtales que 243 # 0, basta de-
finir £ = (% ,) por %, = 0 51 d F1 v X024, % by, donde b= (by). Enton-
ces %2 = b, lo gque demuestra la minimalidad de 43{¢ = 1,...,n} Se
demostrardi ahora que los d; son todos isomorios cuando se consideran
ideales a la izquierda de M;(4). Considérese para esto la aplicacifn
J 4y = 4,, definida por 3~ J (@), dondeJ(@)1= 0 sil # J v J{dhy= qu,
donde indicames con @ = {d1;), Esinmediato verificar que J(35) = 47 (b},
cualesquiera que sean 2 €4,(A) vy b €4, ,csea fes una aplicacifn N,4d)-
lineal. Ademis, J 1 &4 4, es un isomorfismo de M (4)-mb&dules a la
izguierda, con lo que termina la demastracitn del lema.

Ejemplo L. 6.4. El lema anterior expresa, en particular, que si X
&8 un cuerpo conmutative, el anillo 4 = #,(¥) de matrices cuadradas nxn
con coeficientes en & es un anillo simple, es decir no tiene otros idea-
les biliteros que 0 v 4, aunqgue s{ tiene ideales a la izguierda no nulos
propios. Esto muestra gque 4 es simple comeo anille, pero no como 4-
mbdulo a la izquierda,

Sean 4 un anillo con elements unidad, & un 4-mbdule a la izquierda

vy considérese cl anillo 4' = Endu{¥) de d~endomorfismos de ¥#. La ley
de composicidn a'x = ¢'{¥]} cualesquiera que sean &' € 4' y ¥ €/ define
sobre & una cstructura de A'-médulo a la izquierda y, por lo tante, se
puede considerar el anillo 4" = End, (%) de los 4'-endomorfismos de ¥.
Sea L : 4 = A" la aplicacién definida por ¢ ~ l,, donde L,{x) = 30X para
todo ¥ € 4. Cualesquieraguesean @ € &, B' € 27y X € M se tiene L, (¥x) =
= Laibl(xy) = api{x) = bi(ax; = Blax= LX), o seal, SA'"paratodoc a€ 4.
Resulta fAcil ver gque cualesquiera que sean G y D en &, L,y =L, 01yl en
otras palabras, L 14 = A" es un morfismo de anillos.

Veamos ahora bajo gué condiciones L : 4~ 4" e5 un isomerfisme de
anillos. Se sabe gue Keri(l} e¢s un ideal bilfterode s yKer{l}# 4, o sea
L # 0 pues L{1} = idsw. Luege, si 4 es un anille simple, necesa-
riamente Ker(L) = 0. Esto dice que si 4 esunanillo simple, el morfis.
me de anilios L : 4 = 4" es inyectivo.

Respecto a la sobreyectividad de L : 4 ~ &', supbngase que 4 sea un
jdeal a la izquierda de 4, ¥ # 0, pues si ¥ = 0, L es trivialmen-
te sobreyective. Entonces L{¥) es un ideala la izquierda de L{1} y se
mostrard que, de hecho, L{#) esunideala laizquierdade <", Enefecto,
obsérvese que cualesquiera gque sean & €4 y &, ¥ & ¥, se tiene Hilay) =
= {2y )X = aiyx) = 2A,(¥), o sea A, &€ 4" para todo X €. As{, para todo
al' € A" y cualquiera que sea X € ¥, se tiene (a" o LMy} = &Ml )=
= @A X))} = o Rx) = Ryt ix) = avxly = Lo i), para todo ¥ & ¥, esto
es 6" o L= Lty cualesquiera que sean ¢ € 4" v ¥ €Y. Se ha demos-
trado asl que LiY) es un idezl a la lzquierda de A"'. Es sabido vya que
AM <¥, pues ¥ es un ideal a la izguierda de 4 y sea ¥4 el ideal a la de-~
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recha de 4 definido por #. Cualesquiera que sean ¥ € 4y %0 € M4 se
tiene y{xz) = (yx)r €M¥A, es decir MA es también un ideal a la izquierda,
esto es un ideal bilstero de 4. Como A es un anilio simple v ¥4 # 0,

necesariamente ¥4 = A. Esto permite escribir 1= zxaaa. (suma finita),
0

donde los Xy estdn en ¥ y los @, estdn en 4. Se mostrari gue, para todo

elemento @' € A", se tiepe &' = L(ZCI"(JC;}G-;}. conlo que se demuestra que
i

el morfismo L :4 = 4" es sobreyective y, por lo tanto, es un isomorfis-

mo de anillos. Para demostrar la dltima f6rmula basta observar que

L(Ea“(xz)ﬁ-x) =ZL.||(;1) a L.‘ y que, para tode X £¥, setiene (ZL.H(;‘) °L.‘)(x}=
i 1 4
=zfqn(n) (@15} =Z(a'= E Lxl}(a.‘x)= Qr (X 2pX) = a“([z.x;a;)x) = alx), esto
1 ] i 1
es Q' = L (X ies).
1

Esta demostracibn, debida a M. A. Rieffel,’™ da una parte delsi-
guiente teorema (de Wedderburn o de Artin-Wedderburn):

Teorema l. 6.5 {Teorema de Wedderburn)., Sean 4 wnanille simple,
A=4®. .. B la descomposicidn de A come sww dirvecta de fdeales
a la izquierds minimales isomorfos, M #£ 0 wn {deal a le {aquierdaded y
At = End, (M) el anilio de d-endomorfismos de M,  Entonces, el morfismo
L+ A = Endyt i) 28 un iscmorfismc de anilles. 51, ademis, M as mini=
mal, AV es un antlio con 47 n y M oes yn A -mBdulo Libre de range 1.

Parte del teorema ya fue demostrada. Supdngase ahoraque & sea un
ideal a la izquierda minimal de 4 y sean &', b' € 4', ' # 0, Se trata de
resclver, en A*, las ecuaciones @' e & = Bt ¢y xt 2ol = j, Veamos la
primera ecuacibn, a saber: @' 2 X' = B, O bien B'= 0y, en este caso,
una solucién de la ecuacién @' e &' =0 es X' =0 o » #0y, en este caso,
una solucién de @' « X' = B!, si tal solucibn existe, es X' # 0, Asf, dado
x €, existe ¥ €M tal que 2'(¥)= b'{x), puesM esminimaly a' # 0 y »' #
#Z 0, SisedefineX': ¥ =¥ por X' (x) =y, es claro quext €Al yal a x7 = }I,
Una consideracidén aniloga permite resolver, en &?, la ecuacibn ¥' » @' =
= b!. Para mostrar que tales soluciones son finicas, sean o!, b €41
tales que @' » &' = (. Si se supone que ' # 0, existe un elemento x €&
tal que B (¥) F 0, luego Ker (&'} # 0, pues P (X) & Ker{2'). La minima-
lidad de ¥ dice que Ker (8?')= ¥, o sea 4' = 0, Estodemuestra que 4' es
un anillo con divisién. Finalmente, la descomposicion A= 4& ... 84,
expresa que 1= € +.,,, + &, donde € € 4;,{L = 1,..., 1} ef=eg, (l=
=l,..., R y&e,=0paral# J({,J=1,..., . Como, paratodo ¥ €M
ge tiene ¥ = &X + . ,. t €,X, entonces¥ T e &,,, @Y v se demos-
trari que ésta es una descomposicién de¥ como suma directa de A'-
mbdulos, En efecto, para todo @' € 4! yparatodo & €/, a'e,x = a'(gx)=
= gal(x) € e Ml = 1,..., i), lo que muestra que cada &N es un 4'-
mbdulo, Ademfs, es evidente que lasuma ¥ =& M + ... + &N es di-
recta.

Vamos a demostrar que cada €,/ ¢s5 isomorio a 4', isomorfismo de
Al'-mbddulos. Para esto, como todes los ideales a la izquierda de 4 son



isomorfos, sea, para un indice L fijo, l1sd<n, vy A ¥ = 4 un tal iso-
morfismo de A-mbdulos. Resulta entonces que la aplicacién b @ Hom,
{41, ¥} = Homp#, &) = Enduf¥) = &', definida por ¢ = ¢ ° A, es también un
isomorfismo de d=mbddulos. Por otra parte, cabe suponer {cf. el lema
1.6.6, ) gue A; sea generado, como ideal a la lzqulerda, por el {dempo-
tente €3 v la aplicacién S : €4 -~ Hom{ 4y, M), definida por fi€.x){uey) =
= ag, %, cualesquiera que sean G Ay x €4, es un isomorfismo de A«
mbddulos. Luego, h¢J : e - 4! es unisomorfismo de 4-mbdulos, pa-
ral® 1,...,7%n BSin embargo es ficil ver queﬁ o7 es también un isc-
morfismo de 4'-mébdulos. Esto demuestra que ¥ es un 4'-médulolibre
de rango . El lema siguiente termina la demostracida del teorema:

Lema 1, 6.6, Sec 4 un anille semisimple. Dodo ideal a la lzguierda
de 4 es prineipal y es generade por wun Tderpotente. Ademis, sl e 22 wn
fdampotente de & y M es wn i{deal o la lagulerda de 4, ewiste wun isomor-
Flamo de grupos eM = Homy(de, M)

Si I es un ideal a la izquierda de 4, les sumandodirectode 4, o sea
existe un ideal a la izquierda [* de 4 tai que 4 = T@ ', Esto dice que
1=e+e' cone€lye €I luegoee' =€ - e €IND =0, lo qgue se
puede también escribir ¢8' = 0 y &= e, Adernis, para todo elemento
o €I, se tiene & = &€ y de esto sigue gue I es generado, como ideal a
ia izquierda de 4, por el idempotente €, Finalmente, si € es un idem-
potente de 4 vy ¥ un ideal 2 la izquierda de 4, la aplicacién e¥ — Hom
{1e M), definida por €x = (Q€ = L€X}, es un isomeriismo de grupos,

Segln el teorema de Wedderburn, dadoun anillo simple 4, existe un
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anillo con divisién I y un entero 7t 2 ] tales que A =M#{I), isomeorfismo
de anillos. Afn més, se ha demostrado que Ny D son determinados
de manera lnica con tal propiedad, o sea si existe un anillo con divi-
5i6n D' v un enterc W' 2z 1 tales que 4 ¥ (D), entoances n=n' yD =D,
isomorfismo de anillos.

Sean 4 un anillo semisimple a la izguierda y A =4, % | | x4, lades-
compeosicién de 4 en producte de nimero finite 7 de anillos simples (cf.
el corolario 1. 6. 2.} Por el Teorema de Wedderburn, para cada indice
1, 1 €1 £n, existe un entero M = 1 y un anillo con divieibn by, unive-
camente determinados, tales que 4 =My (D)L= 1,..., ), Come cada
anillo de matrices Ay (Ji) es un anillo simple 2 laizquierda y a la dere-
cha, resulta que todo anillo semisimple a la izquierda lo es también a
la derecha, y reciprocamente, la semisimplicidad a laderecha implica
la semisimplicidad a la izquierda. Por consiguiente, a partir de este
momento, se dird sencillamente anille semisimple, sin mencionar a la
derecha o a la izquierda.

1,7. EJERCICIOS
Los ejercicios que se ofrecen a continuacién responden a lo dicho
anterjormente en este capitule, si bien algunos de elles complementan

la teoria expuesta.

1.7. 1, Muestre gue una suma directa de mbdulos semisimples es
un mbddulo semisimple.
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1.7.2. Sean 4 un anillo ¥ { un ideal a la isguierda de A. Muestre
que el A-mbdule A/ I es simple si, y sélo si, elidealS es maximal en 4.

1.7.3, Sean 4 un anillo v ¥ un 4-mébdulo a la izquierda simple.
Muestre que el enulador Ann(x) = {afe €4, vx= 0} deunelemento x# 0
de M es un ideal a la izquierda maximal de 4, Ademds, laaplicacidn 4-
lineal 4 ~#, definida por &+ &%, es sobreyectiva; su nicleo ¢s5 el anu-
lador de ¥ y existe un isomorfismo de 4-médulos A/Ann(x) = ¥,

1.7.4. Sean4 un anillo y ¥ # 0 un 4-médulo de tipo finito. Muestre
que existe un ideal bildtero I de 4 tal gue I¥ # 4. Sugerencio: Gomo
¢s un 4-mbdulo de tipe finito, adrmite un 4 -submédule maximal ¥ v sea
I el anulador del 4 -médule simple #/V. La relacién J#{X¥) = 0implica
Moy,

17,5, Sean £ un anille, ¥ v ¥ dos A-médulos y JF : ¥ = § una apli-
cacidn 4-lineal. Demuestre las siguientes propiedades:{l}si Mes sim-
ple, J es inyective o nule; (2} si ¥ es simple, / es sobreyectivo onulo;
{3) si¥# y ¥ son simples, / es un isomorfismo o nulo.

I.7.6. Sea ¥ un cuerps conmutative y considérese el producto di-
recto de anillos 4 =X * X, Muestre que 4 es un anillo semisimple, perc
que 4 no es simple. Sugersnetor El anille 4 se descompone enuna sus
ma directa 4= I @ de tdeales minimales I = {{a,0)]a k] yJ= {(0,2)]
le €%} y estos dos ideales son isomorfos a X como anillos, pero J yJ
no son isomorfos como ideales, o sea como 4-mébdulos,

1.7.7. Lera de Schur, Muestre que la proposicién L. 1. 2., tam-
bién conocida por lema de Schur, puede traducirsede la siguiente manera:
si 4 esunanilloy #esun A-mddulo simple, elanillo End, (¥)de los A-en-
dormorfiemoes (lineales) de ¥ es un cuerpo nonecesariamente conmutativo.

1. 7.8. Seand un anillo con elemento unidad y ¥4} el conjunte de
los elementos nilpotentes de 4. Muestre que s1 4 es conmutative, V{4)
es un idealde 4 y ¥(4) = K(4), pero que si 4 no es conmutative, un ele-
menteo nilpotente de £ no pertenece necesariamente a f{4). AGn méis,
todo elemento nilpotente de 4 que pertenece alcentro de 4 esti necesa-

riamente en Fil). Se dice que F{4) es el nilrodical de 4.

1.7.9. Muestre gue 5i 4 es un anille con elemento unidad no con-
mutative, tode eslemento nilpotente de 4 estd contenido en un ideal a la
izquierda nilpotente de 4,

i. 7. 10, A partir de la proposicidén 1,5.8,, muestre que sid esun
anillo conmutative con elemento unidad yartinianc, entonces K¥(4)=A(4).

1,7, 11, D& un ejemplo de un anille commutative 4 con elemento uni-
dad, necesariamente ne artiniane, parsa el cual se tiene ¥(1) ’Q_ FlAL.

1. 7. 12. Muestre que si 4° es elanillc opuestode unanillo £ con ete-
mento unidad, entonces Fialy = Fia

L. 7. I3, Muestre que el radical de un anillo no es necesariamente
un ideal nilpotente ni un nilideal. Muestre, por ejempleo, gque sia =



= K[[X,...,% 1] es el anilio de series formales en las indeterminadas
X1, ... ,4 con coeficientes en un cuerpo conmutative #, el finico nilpo-
tente de H{4) es el cero.

1.7. 14, Sea (4i1)ig una familia de anillos con elemento unidad.
HiTTAy) = T Al h
Muestre que (!-el 1) 12y {dy}

1.7.15. Sean ¥ un cuerpo conmutative y 4 = £[4, ... +Aed el anille
de polinomios en las indeterminadas A,,...,4, con coeficientes en .
Muestre que A{d)= 0.

1.7, 16. Sean £ un anillo semisimple e I un ideal a la izquierda de
4. Muestre que existe un jdempotente € de A tal que I'= 4€ = Je,

1, 7. 17. Sean 4 un anillo con elemento unidad ¢ £ un ideal a la iz-
quierda minima?! de 4 tak que 72 # 0. Muestre gque existe unfdempoten-
te € de d tal que I =4e,

1.7, 18. Muestre gue el anillo opuesto de un anillo semisimple es
un znillo semisimple.

1.7.19. Para un ideal bildtero propio £ de un anille 4 con elemen-
to unidad, las sigulentes condiciones son equivalentes: (i) cualesquie—
ra que sean @ y bend, la relacibn 442 & F implica ¢ € & o b € F; {ii)
cualesquicra que sean los ideales bilateros JyJ de 4, larelacibn IS < F
implica I P o JCF, Un ideal bildtercpropio F de unanillo 4 con ele-
mento unidad que verifica las condiciones equivalentes dadas se deno-
mina {deal srime. Un anillo 4 se denomina axiilo primo si el ideal (o}
es primao.

L. 7.20. Muestre que el centro de un anillo prime es un anillo de
wtegridad.

1.7.21, Sean A un anillo con elemento unidad y ¥ (4) elanillo de ma-
trices cuadradas nA% con coeficientes en 4. Muestre que todo ideal pri-
mo de My(d) es de la forma ¥,(F), donde F es un ideal primo de 4 y que
Rydaid) = My,

1.%.22. Sean 4 un anillo conmutativo con elemento unidad y4 Ld1, ...
...,4,] el anillo de polinomios en las indeterminadas 41, ..., 4, con coe-
ficientes en 4. Pruebe que Alald1, ..., 4,01 = Rl 0., 41 ;Es tal
resultado verdadero si el anilio 2 ne es conmutative?

1, 7.23. Sean 4 un aniilo con elemento unidad y 5 un subanillo de 4
cuyo elemento unidad es el de 4, Muestre que F N R(4) S BB}y quesi B
estd contenido en el centro de 4, entonces F 1 E(4) = A 5).

1.7.24. Sean { un cuerpo conmutativo y £ = 4 un morfisme de ani-
llos unitaries. Muestre que 511 esuna extensibn (de cuerpos)deX, en-
tonees Rid ?L M4=HAd)y que si L es una extensién separable de &, se
tiene A4 8 L} = A{4) @ L.

18



1.7.25. Formas cuadriticas. Sean £ un anillo conmutative con
elemento unidad y & un X-médulo. Se dice que una aplicaciénf : 4 —~ X
es una formg cuadrdtica sobre M sif{ax) = aaf(x)cuaIBSquiera gue sean
CenfyxenMysila apiicacién % : # X ¥ = £ definida por (%, ¥) = f{x +
- Xy - F{Y) es K—bilineal, necesariamente simétrica. Se dice que
% es la forma K-bilineal simétrica aeociada af. Decimos quef : 4 ~ K
es una forma cuadritica no degenerada sila aplicacidn £-lineal # - M* =
= Homy (¥, &) definida per X " ik v QX U)) es un isomorfismo de
E-médulos. Si¥ es un X-médule libre de base {en, ..., e,}, la matriz
cuadrada {P(€y, €)hyy, s s Mama matriz de S relativamente 2 la base
(61, -+ 2€y). Demuestre los siguientes resultados:

1. 5i# es un ¥-médula libre de tipo finito, una condicién necesaria
¥ suficiente para que una forma cuadrdticaf : ¥ = X sea no degenerada
es que la matriz de f relativaments a una base cualquiera de M sea in-
versible.

2. Si¥ es un &-médulo proyectivo de tipo finite, una condicién ne-
cesaria v suficiente para que una forma cuadrdtica f :+ ¥ = X sea no de-
generada es que para todo ideal primo $ de X, la forma cuadrdtica

X X
fp :Mp o ffp definida |:|org""'i:3 J

librel,

sea nodegenerada (fy es un Kp-médulo

3. 81 4 es el 4lgchra de los complejos o de los cuaternics o el 41-
gebra de Cayley y si¥ : 4~ R es la norma (véanse los ejemplos 2. 1. 2.,
2.1.3. y 2,1.4,), entonces ¥ es una forma cuadratica no degenerada
y multiplicativa,

1.7.26, Sean X un cuerpo conmutative y 4=X[[4,, ..., 411 el ani=-
lio de series formales en las variables o indeterminadasdy, ... LA, con
coeficientes en £, Calcule el radical y el nilradical de 4.
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ALGEBRAS SEMISIMPLES

En este capitulc se denctard por¥ un cuerpo conmutativo y toda 41-
gebra es un {lgebra sobre ¥ o una X-4lgebra. Se darén algunas nocio-
nes indispensables schre 4lgebras y la estructura de dlgebras semi-
simples y, en el capftulo siguiente, se abordard la construccibn del
grupo de Brauer de un cuerpo. For gupuesto, muchos de los conceptos
que se van 4 expresaren este capitulo y enlos siguientes acerca de 41-
pebras sobre cuerpos son védlidos si se reemplaza el cuerpo base por
un anille conmutativo con elemento unidad.

2.1, DEFINICICNES Y EJEMPLOS

Sean ¥ un cuerpo conmutative ¥ 4 un ¥-espacio vectorial. Se dice
que 4 es una ¥-Algebrs o un dlgebra gobre X si existe una aplicacién K-
bilineal g : 4AXA— A4 que se denominard mulriplicecidin de 4 y que se
denctars H{¥, /) = X¥, cualesquiera que sean X e ¥ en 4. Asf, dar una
estructura de 4lgebra sobre un X-espacio vectorial 4 es lo mismo que
dar una aplicacifén X-lineal p : A ;(0 A~ A, o sea un elemento p €
€ Homg(4 ? 4, 4). Como existe un isomorfismo natural de #-espacios
vectoriales Homyid ® 4,4} = Homc{4,End(4)) (cf, ) broposicién
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2. 9.4.), donde Endy{A} es elanilld de ¥ -endomeoriigmaos (lineales) de A,
el hecho de dar una estructura w:4%4 — 4 de £lgebra sobre 4 equivale a
dar un elemento | € Homy {4, Endy{d ).

Una K-4lgebra 4 se dice aasocictiva, si la multiplicacién de 4 es
asociativa, es decir si cualesquiera que sean X, ¥, 2 en 4, se tiene
iz, uiy, 2)) = piaix, ¥4, 2). En términos de multiplicacién {yuxtaposicién
de elementos), se puede también escribir X{yz} = (xy)z. Estc lleva a
considerar la aplicacién Katrilineal a : AX4X4d = A, definida por
alx, ¥, 2) = x(yz) - {XY)z, que denominaremos csoeiader del 4lgebra 4.
Ast, decir gue un dlgebra es ascciativa equivale a decirque su asocia-
dor es nulo, Pero hay ejempleos de dlgebras para las cuales su aso-
ciador es nulc s6le scbre cierto tipo de elementos. La proposicidén
siguiente ofrece un ejemplo de tales dlgebras,

Propoaicién 2,41, Sean K wn cuerpe commwtativo y A wma K-dige-
bra.  Las efguientes condieicowes son equivalewtes: (i) el ascoiador
o : ARAXA = A de 4 es wna apliszeidn K-triiineal aiterwoda: (1) cucles -
quiera que sean X e Y en A se tlene x{xy) = Xy 4 (¥y)y = x¥°

En efecto, como af¥, X, ¥) = #{xl) - %y, y a(%, ¥, ¥} = %% (0y)y, cua-
lesquiera que sean ¥ e ¥ en 4, es evidente gue (i) = {ii) Reciproca-
mente, las condiciones de {ii)implican gueaiX¥, ¥, ¥} = Gy que 0{¥, y, ¥} =
= 0 y mogtraremos que se tiene también G(x, ¥, x) = 0, cualesquiera gue
gean X e y en 4, Para esto, basta observar que 0 = Q(x+y, Xty X} =
= afx, %, x) *alx, v, X) + aly, %, x) + Ay, 1.2 = alx, y, x), lo que demues-
tra la proposicién.
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Un dlgebra que verifica las condiciones equivalentes de la proposi-
cién anterior se llama Algebry alternutive. Claro estd que toda glge -
bra asociativa es alternativa, pero hay ejemplos de dlgebras alternati-
vas que no son asociativas (cf. el ejemplo 2, 1. 4. ;4lgebras de Cayley}.

S8i, para una ¥-4lgebra 4, existe un elemento de ., que se designa
por 1 ¥ que verifica x1 = lx = ¥ para todo x € 4, se dice que des un
dligebra eom  elementc wnidady que 1 es el glemente wnidad de £, S un
tal elemento existe, es unico. Hay ejemplos importantes de figebras
que no tienen elemento unidad {cf. el ejemplo 2. 1. 5. ). Porotra parte,
dada un dlgebra sin elemento unidad, existe uwna manera natural de
agregarle un elemento unidady el4lgebra de partida se sumerge en és-
ta como ideal bildterc (cf. el ejercicio 2. 8,1, ).

A continuacidn noes referiremos a2 la conmutatividad. Se dice que
una f-4lgebra A es commeratiua si Xy = ¥¥, cualesquiera que sean X e I/
end. Esto nos lleva a considerar la aplicacién £-bilineal ¥ : 4%4 — 4,
definida por {x,¥) = Xy - yX, que se denomina <~onmuradar del dlgebra
A. Es evidente que A ez zommutarisa s, y  sdic af, & covmutbador es
nkis. Esta cbservacién trivial muestra que hay interés en el estudio
del conmutador de un Llgebra {cf. el ejercicio 2. 8. 4. L.

Ejemplo 2,1,2. Loas nimeros complejos. Sean € el R-espaclo vec-
torial de los ndmeres complejos y {1,2] 1z base natural de C sobre R,
donde t°= -1, Todo nimero complejo, o0 sea todo elemento de € se es-
eribe, de manera inica, en la forma & + ki, donde ¢ v ¥ estdn en R
La estructura de dlgebra conmutativa y asociativa con elemento unidad
de T estd dada por ia multiplicacién

@+ 3L (@ +b't) = @a' - hh)+ ok +a2' )1,

cualesquiera que sean @, 1,2 v ¥' en R Ademé4s, el 4lgebra C es de in-
tegridad, ¢ sea sin divisores de cero. La #n2:™a de un nfimere com-
plejo & + &1 es, por definicifn, el nidmerec real N + L) = (@ + 24
a2 - 1) =a®+ &° y es evidente que M(2 + bl} = 0 81, y s6lo si, o =b = O.
Se concluye que si x =0 + Ples unniimero complejo no nuloy ¥ =2 -bt

su conjuzods, entonces elinverso de X en Cse escribe m—)E. lo que de-

muestra gque C es un cuerpo llamado el cusrpe  Je¢ foa nidmerea agncle-
Joe. Obsérvese ademds que la aplicacidn ¥ ¢ ¢ = R, definida por x =
= ¥{x}, tiene las siguientes propiedades: (i) Viax) = aaﬂ!{x}, cualesquie-
ra que sean 2 en Ry x en €; (ii)la aplicaciénd : C X C = R, definida por
eyl Vix +y) - ¥ix) « Fiy), es R-bilineal simétrica, pues ¥x,¥y) =
= X + &y cualesquiera que sean ¥ e i en O3 (iil) H(xy) = V) IM(y), cua-
lesquiera que sean X el en (. las propiedades (i} y (ii} se traducen
diciendo que ¥ : U~ R es una formg dundrdiico sobre C y la propiedad
(iii} dice que la forma cuadrdtica 1 es rultipiioativa (cf. 1. 7.28%

Adviértase que [, como extensi6n de R, es una exienaidn de Tvicis
de R, cuyoc grupo de Galois es el grupe cfelice de orden 2, En efecto,
8i 01 C~- Ces un R-automorfismo de €, entonces g2} =C para todo 2
en Ry aplicando 7a la identidad 1% = .1, setiene 0{2)¥ = -1, © sea g(t) =
=#1, 5io{l) =1, entonces T eslaidentidad sobre€, y si git}= -1, en-



tonces o0(x) = X para todo ¥ en €. Asf, e} dnico R-automorfismo 0 de C
distinto de la identidad es el gue lleva todo ntmero comp1e30 X en su
conjugado £ v es evidente que Gal{C/R} = { idg, o} con o° = idg.

Ejemplo 2,1. 3. El cuerpo no conmutativo de los cuaternios. Sea
H un R-espacio vectorial de dimensién 4, per ejemplo, H = K, vy sea
{1, e, e €5} una base de H sobre R, Deffnase sobre H una estructu-
ra de 4lgebra asociativa con elemente unidad, pero ne conmautativa,
mediante la siguiente tabla de muitiplicacién relativa a la base men-
cionada:

1 21 = €z
1 1 &y =) €a
21 e, -1 €y ~Eg
€y A -ea -1 €1
&n €3 3 w€y -1

2
Six = g+ Z a,€; es un elemento de H, donde los ¢, estdn en R, el
anfugado d‘;lx es el vector ¥ = 3, - i 242, ¥ la worma esla aplica=
cién ¥ i H ~ R, definida por x = xXx. g‘llaro estf que Mgy +
3
= 2 2%, donde los 2, estdn en Ry que, por lo tante, K(x)=0 clon X en
H ::, vy s6lo si, ¥ = 0. Luego, todo elemento x # 0 de H tiene un in-

2,8 b=

T

versc en H, a saber Esto demuestra gque H es un cuerpo, si

M W) =
bien no commutativo, Se dice que H es el cuerps Js los ruznternics y es
el primer ejemple de cuerpc no commutative (cf. el teorema de
Wedderburn sobre cuerpos finites; teorema 3.6.L )

Es facilverque ¥ :H—R es una forma cuadrdtica multiplicativa, cu-
ya forma R-bilineal simétrica asociada : HX H ~ R seescribe #x%¥y) =
= %7 + y¥ = ¥y + fx cualesquieraque sean¥ e y enH. Obsérveseque, en
H, la conjugacién H ~H, x+ ¥ es una aplicacitn R- hneal que cumple
las sipuientes condiciones: ¥ = x para tode x en H ¥y Xy = FRecuales-
quiera gue sean x, i en H.

Ejemplo 2.1.4. Algebra de Cayley. La construccién del dlgebra
de Cayley o de los octonios se hace de mode similar a 1z de los com-
plejos o de los cuaternics. Sea, pues, ' un R-espacio vectorial de di-
mensién 8 y denétese por {1, 2;,... ,E»} una base de { sobre R la
estructura de {lgebra de O sobre R estd dada conforme a la siguiente
tabia de multiplicacidn:

n
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1 € - Ea [ -2 [ e,
1 1 e €2 €a 4 es e &;
&, & ~1 2a -£4 & -8y -2y s
€z ey -é, -1 e €y e, -e, -6g
e; ea &, -e, -1 en -€g &g -e,
e, A -8 -e, -0 -1 e, €, eg
e €5 e, -a, & -2, -1 -€, 2,
€q e &q A -2 A €s il -y
Er ) ~€g es 2, ~€5 ~ep g -1

El R-espacio vectorial, { resulta ser una R-4lgebra con
elemanto unidad, no commutativa ni asociativa., Peroc C &8 un
dlgebra alternativa, Ademds, es ffcil ver gue todo ele-

mento ¥ # 0 de C tiene un inverso en . FEn efecto, s8i x =
.

=a, + Z oye, ©8 un elemento de (%, donde los g, estdn en R, el conjuga-

. 1=1 - i

G0 de p se define por ¥ = By = Zaif’i v la norma de x se escribe yiy) =
? =

= 3% = %% = Zaf. Claro estd que fix) = 0 i, vy s6lo si, x =0y, por lo
im g 1

tanto, el imverse d 0 en & - bsé N es una

e 7 ey en (' e mx Obsérvese que - R

forma cuadrética multiplicativa ¥ nro degenerada. La aplicacién o= o,
definida por x+ %, es R-lineal y verifica X = x y¥y = % cualesquie-
ra que sean x e y en { (cf, el ejercicio 2,8,6.).

Ejemplo 2,1,5, El Algebra 0%, Sea € el R-espacio vectorial de los
complejos y considérese el 4dlgebra g% sobre R, que coincide cong co-
mo espacio vectorial, pere cuya estructura de ilgebra estd dada por
x*y = ki cualesquiera que sean y e y en {%, donde ¥, por ejemplo, de-
signa el conjugado de x ¥ el producto ¥/ es tomado en ¢. El {lgebra o*
no es asociativa ni tampoco tiene elemento unidad. Es ficil ver que 0%

-1 4+
tiene s6lc tres [dempotentes no nulos, a saber, I, €, = —l-#y
o=1-/3¢
2

€y =
, donde t*=_1y que 1%1=1, I#t= %] = 4, {rl=_1, 146 =

eyl =6, |6 =€kl =€,y 1 +e Te =0, Ademis, 11,83, (1,85}
y L€1, €2) son bases de CF sobre R

Ejemplo 2,1, 6, Sean ¥ un cuerpe conmutativo y 4 = M, (F) el ani-
Lo de matrices cuadradas nXn con coeficientes en f, donde n = 1 es un
entero, Se sabe que itiene uwna estructura natural de ¥-espacio vectos
rial para el cual una base es formada por las matrices By ley, J£ 7,
donde g,y €8 & matriz que tiene len el cruce de la ¢-ésima fila v de la



J-ésima columna y cero en todas las otras posiciones, La estructura
de Y-dlgebra de 4 estd dada porla tabla de multipticacitn 210 = Sieyy

h
(tb i, 2= L ...,n) El elemento unidad de 4 es la matriz g = Zeu.

i=1i

Ejemplo 2,1.7, Sean X un cuerpe conmutative, 7 un grupe y Xi7]
el anilic de grupo 7 sobre ¥ (ci. L. 3. ). Es inmediato que ¥{ 7] tiene una

estructura natural de f~-espacio vectorial por la muitiplicacifn ) Zuce3=
OEG
= z (nugle, cualesquiera que sean 108 3 ¥ 3, en K. Luego, k[z]tiene

vEs .
una estructura de ¥-&lgebra v se llama #lgebra de grups ¢ sobre K con
coeficlentes &n X,

Ejempto 2.1, 8, Sean j uncuerpo conmutativoy X[ X, ..., £, Jelani-
llo de polinomios en las indeterminadas X, ..., X, con coeficientes en
K K(X,... X,] tiene una estructura natural de K-espacio vectorial y
por consiguiente de dlgebra sobre . Se dice que X[X, ..., X, ] esel &I-
gebra de polinomiocs enlas indeterminadas 23, ..., &, concoeficientes en &,

2.2, PRODUCTO TENSORIAL DE ALGEBRAS

Sean £ un cuecrpo conmutative y 4 v 8 dos K-dlgebras, Sobre el X-
espacio vectorial 4 @ B (cf. ‘30)) se define una estructura de X-4dlgebra
¥

mediante la multiplicacion (x @ ) {x' @ ') = xx' @ ¥/ Peraxy x eng e
yey en B. Se obtiene asl sobre el K-espacio vectarialg ? 5 una es-

tructura de dlgebra que se llama prodierto fengorial de las X-4lgebras
Yy 5.

Si Ko A' es una extensién de cuerpos y 4 es una ¥-dlgebra, existe
sobre el K ~espacio vectorial ¥ @ 4 una estructura de ' -4lpgebra por la
multiplicacion (3' @ x) (3" 2 ) =2'» e xyparag' yb enpt yxeyend.
Obsérvese que la estructura de ¥'-espacic vectorial de ¥ ? 4 es dada
pero'{b @ pyl=a'b @ yparaa' v b en X' ¢ yend, Se dice quely ® 4

es la g*-4lgebra obtenida a partir de la X-4lgebra 4 por extensidn del
cuerpe  de esaralares, a sabey, X< K,

Ejemplo 2.2,1, Seang vy ¥ dos grupos y F un cuerpo conmutativo.

La aplicacidn F[g] x X[#] - ¥{¢ x H] definida por (z PRI ZL"-“?‘F] —
I€e TEH
:-Z hathr€egs 7y donde @ X F es el producto directo de los grupes ¢ y A,
Tt T
eg K-bilinezl, y define, por tanto, una aplicacién ¥-lineal F{7] ?HH]"
~ Kz A ¥], que es, ademds, un isomorfismo de K-4igebras, Resulta

que, a menes de un isomorfismo, se puede escribir K[ xH)= X[zl2
® KA1 ¥

255



Ejemplo 2.2.2. Sean ¥ un cuerpo conmutativo v ¥ ¢ ¥ dos indeter-
minadas sobre X, La aplicacién X-bilineal XTX] % XTF] - X{¥, Y] defi-

nida por (Z}q).", Z“JY” - z MY se extiendea un isomerfismo de
1z0 iz 1,320
K-élgebras K[ X] ? E[YY= KLX, ¥). Advierta el lector que se sabfa ya

que el anille de polinomios XX, ¥] se construye como elanilloc de poli-
nomiocs en la indeterminada ¥ con coeficientes en X[ ¥], esto es KX, V] =
=KLX1{r] o también F[ X, ¥] = X[¥1 [ X] {construccibn inductiva), Otra
manera de construirlo es mediante el producto tensorial, o sea X[ X, ¥]=

= KX @ Krl.

Ejemplo 2,2,3. Sean X uncuerpc conmutativo y4 vy 5 dos A-espacios
vectoriales. La aplicacibn K-bilineal End,(4) » End{B) - End {1 &5
definida por {f, g) = { ® o induce un morfismo inyectivo de K-4lgebras
End,(4) ? End,{8) ~ End, (4 Eo B). La demostraciébn de este hecho, bas-

tante fdcil, se deja al lector. En particular, si 4 y 5 son espacios vec-
toriales de dimensién finita sobre [, entonces End (1)@ End(R) v
X

End, (4 ® B) tienen misma dimensién, a saber, m*?sim =dim,(4) v
n = dim (B} y, por lotanto, End,(4) @ End (5} = End, (2 2 Bles unisomor-

fismo de ¥-4lgebras. Un caso particular es el isomorfismo de las 41«
gebras de matrices ¥ (K} ® M (X} = 4 (X}, cualesquiera que sean los en-
teraos m, = 1. ¥

Eysmplo 2.2,4. Sean ahora F un cuerpe conmutativo y 4 una r=4l-
gebra, Laaplicaci6n x-bilineal ¥, (¥) x4 - M, (s}, definida por {(X;), %}~
= (3 ), induce un morfismo inyectivo de ¥-4lgebras MnUf)? A =M lal

que es, ademés, un isomorfisrmo. En efecto, hasta probar que tal
morfismo es scobreyectivo v para esto denétese por ey 131, )sn,

n
la base canfnica del j-mé&dulo libre #,(4). Un elemento z Kyg€y, Oe
1, =1

L1

M {4), donde los x,, estdn en 4, proviene del elemento i €,, ®x, de
= )

Bl

Mk} ® A por el morfismo M (x)@ a4 ~ ¥, (4). Esto prueba que }-{“(X)Q 4
% P

= u,(4) es un isomorfismo de ¥-4lgebras, Este ejemplo es de utilidad
para lo que sigue, Por supuesto, 4 es un 4lgebra asociativa,

2.3, ALGEBRAS CON DIVISION Y EL TEOREMA DE FROBENIUS

Sean ¥ un cuerpo conmutative y 4 una g-dlgebra, Para todo ele-
mento x de 4, considfrense las aplicaciones 7-lineales Ao d -4, de-
finida por y e yx (travlacion a1 6 derecha definida por x), yI,tA=4,
definida por y —xy (traslacidn o la isquierds definida por x). Es evi-
dente que cualesquiera que sean gy b en 4 con g # 0, las ecuaciones
gx = by xa = ) tienen soluciones dnicas en 4 si, y s6lo si, las aplica-
ciones f-lineales R, y 7, tlenen inversas A]* y 7', Un#lgebra que cum-
ple tales condiciones se llama un &igebru com divisisn,



Tecrema 2,3,1, (Teorema de Frobenius), S lue 7jsomo_;r’_:’i{;rr:'os, Ias
fnieas dlgebras eon divieidn, de diwemsidn fiwito, y asceiatives scbre
los wntimereos rexles son R, ¢y H.

La demostracitn del teorema de Frobenius que se da a continuacibn
se debe & L. B, Dickson.‘!® Sea, pues, 4 una R-flgebra yn = dimy,{A).
5in = I, necesariamente 4 =~ R, isomoriismo de R-4lgebras., Supébnga-
se entonces que p = 2 ¥ que R € 4 como subdlgebra, y demuéstrese gue
existe un elemento g, en 4 tal que ef = -1, En efecto, como n = 2, exis-
te un clemento x en 4 tal que x é R v como los vecteres 1, %, ...,x" son
RE-linealmente dependientes existen nmeros reales i, Ay - .., &, 00 to-

"

mn
dos nulos tales que Z),Px‘ - 0. Considérese el polinomioc f = Zle’ con
=g =0
coeficientes reales y sea f =#,...f, su descomposicién en R[ X en fac-
tores 7, de grado 16 2, Como 0 = j(x) Filde .o, (xdy como 4 es un
4igebra con divisién, existe un Indice {, l< ¢ =<m, tal que #,{x) =0, o
sea x ¢s rafz de un pelinomio de segundo grado f® + g¥ + 8 con a yfen
R, Luego ;® + ax + 8 = 0 con {2x +g)® = a® - 48 < 0, pues x & R Siseto-

1
JEE - oo

base de 4 sobre R y, por lo tanto, 4 es isomorfoa (.

ma g, = (25 + ) ens, resulta e = -1, Sin=2, {1,¢,} ¢suna

Supfngase ahora que se tenga n = 3. Existen vectores g, y ey en4d

tales que ef =-1y eg = -1 y come todo vector de ] que no estd en R es
rafz de un polinomio de segundo grado con coeficientes en R, se tiene
a =0 B LR -2+ 65 =0 con g, B, v

& en R. Sumando estas dos ecuaciones se tiene [0 + yle, + {o - yleg+E+
+4-4=0, oseag=y=0y8 +4§=4, Sepusde escribir entonceseg,es +

+eg, =22 B8=2) con k= 1-%5, luego {g, +e5% = 200 - 1) < 0 yle,-

—eP==-200 4+ 1) <0, osea-l<i <l Las inecuaciones)-1<0yj +
4+ 1> 0 dicen también que 1-37>0 y como (/%X (he,+es})¥==1, reem-

plazando g, por ﬁ (he, + ¢, cabe suponer gue e?=-1, gi=-1vy

gi8, = ~€£,. Por cierto que g,g, no puede escribirse como combina-
ci6n lineal con coeficientes en R de los vectores ), e, v g5 pues sias{
fuera existirfan ntimeros reales q, B y vy tales que gieg= a + 2, +v€s
Multiplicando 2 la izquierda por ¢, se tiene -gz=ge, = f + v€1€5, asea
Ga= -0, *+ B - y(a + Bg, + yez) ¥ esto dice, en particular, que y® = -1,
lo que eés absurdo, Queda demostrado asf que n 2> 4 y es claro que si
n=4, [1, g;, ¢p 2,6z} e85 una base de 4 sobre Ry 4 es isomorfa al 41-
gabra H de los cuaternios,

Se demostrard gue ne puede ser nz 5, En efecto, sea g, = g 25y S0~
péngase que exista unvectorgg,end talque ef = - ly que {1, e,, e 24 g,
es un conjunto R=lineailmente independiente de vectores de 4. Sean los
ntmeros reales g = g.8, + @,81, B = 828, + e,83 Y ¥ = 256, + €485 Se tie-
ne g.e, = eyleres) = {eedey = {0 - esenleg = aea - €108 - exe,) = aeq-Bey+
+ee,, Osea 2a,e , =¥ - Bey + aes Si se multiplica a la derecha por
€, Se tiene -254 = aé, T Feat Y, lo que es absurdo, pues las vectores

2



1, ey ep &, ¥ gy 50D R=linealmente independientes y esto demuestra el
tecrema.

En el caso de dlgebras alternativas, el teorema de Frobeniug tiene
un enunciado mis completo y para su demostracién se recomienda la
obra citada en (18},

Tecrema 2,3.2, {(Tecrema de Frobenius), Salve Tlaomerfiomos,
las finfeas dlgebras con divisidn, de dimensidn finita, yalternativas so=
bre loz reales som R, C, H i .

Uno puede preguntarse si el tecrema de Frobenius sigue siendo
verdadero cuando se reemplaza la hip&tesis de que eldigebra es aiter-
nativa por flexible (cf, el ejercicio 2,8,5.}, Este ha sido un tema de
investigacién en los Gltimos afics, (18.19)

2,4, ALGEBRAS DE CUATERNIOS

La construccifn de un 4lgebra de cuaternios puede hacerse sobre
un cuerpc conmutative cualquiera o lo que es lo mismo sobre un ani-
{lo conmutativo con elemento unidad. Sean pues f un cuerpo conmuta-
tive, g v b elementos de ¥ yconsidérese eldlpebra 4 sobre X de dimen-
sién 4 definida sobre una base {1, &,, g5 e5} por la siguiente tabla de
multiplicacibn:

28 i 2y ez e,
1 1 -5 -] gy
£y €3 a e, aeg
ez 2z -2, b ~be,
ey €y -gey be, -2b

Se dice que 4 es el dlgebra de cuaternios sobre ¥ correspondiente

al par (2, »), que algunas veces también se denocta (3-?(.1\

El 4lgebra de cuaternios asidefinida no es necesariamente un cuer-
po ni tampoco es un dlpebra con divisitn, Por ejemple, la construc-
cibén dada en el ejemplo 2. 1. 3. en el caso de los ntimeros reales puede
repetirse para los nimeros complejos (4igebra de bicuaternioes), pero
en este caso se obtiene un Algebra en la cual la divisitn por elementos
no nulos no siempre es posible. En efecto, sid es un tal dlgebra, 4 es
de dimensifn 4 sobre ¢ v tiene una base formada por {1, e;. ea €163}
conegd=-1, ef=-1ye.eg= -ex2,. Es inmediato verificar que {te, -
- ee2) (L +e) =0y, noobstante, {g, - s, #0 et +a:4 0.

En realidad, en el caso de los complejos o de un cuerpo algebrai-
camente cerrado, tal fenfmeno se explica mediante el siguiente resul-
tado:



Propoalcibn 2, 4,1, Sem K wun cuerps olgebratommente ecerrade y A
wne K-clgebra asoolativa con elemewto unidad y de dimensicn finita., 59
A es un @igebra con divigidn, emtonees A es feomorfo a kX como dlgebra.

Sean N = dimk(4) ¥y ¥ en A. Como 1, %, ...,%" son £-linealmente
dependientes, exlsten escalares ), X, ..., %, en f, no todos nulos, ta=-

n n
les que lex‘ = 0 y considérese el polinomio ¥ = z aten XTXi. For
1=0 1=0
cierto que es posible suponergue %, = 1y, sinperderla generalidadre-
querida, que ¥ Sea una subdlgebra de 4, © sea se identifica todo
elemente % de ¥ al elemento X - 1 de 4, donde 1 es el elemento uni-
dad de 4. Come ¥ es algebraicamente cerrado, existen nelernentos
By eees G, 80K tales que P = 13 (X - a,). Luego 0 = 7{x) = 1=n:. {x - a,ly

como 4 es un 4lgebra con divisidn, necesariamente x - g, = Opara un
fndice 4 conveniente, 12 { £ n. S5e concluye queyx = g,€X, estoes A = &.

Veamos ahora bajo qué condiciones un 4lgebra de cuaternios (ﬂfr’h)

es un cuierpo {no conmutativo). La respuesta a esta pregunta estd dada
por ¢l siguiente resultado:

] . - -
Proposicibn 2,4, 2, Sean fun cuerps  conmutativo  de caracterieti=

cagdiay b elementcs de ¥ i A = (&E&) el &igebra de ouatermios sobre

¥ correspondiente al par la, bh). Una eondicion necsearia y  eufilciente
para que 4 sez un cuerpo es que la relacitn of - 3% - yvI+5%b=0, con
o Br vy y b en ), sea gquivalente ag=B=v=6=0.

En efecto, sea {1, e,, e 18531 la base natural de 4 sobre f, esto
esei=qg, eiz=b v (e = -gb. Para todo vector yx=o + Bey + yea +
+ begqeg de 4 donde g, 8, v y & estdn en f, el conjuzede de x estd defini-
do por ¥ =0 -Bey - s - 6e.85 Y la morma es Wx) = x¥=Fx = o - % -
- v®p 4 5%}k, La hip6tesis hecha dice que ¥(x) = 0 si, y s6lo si, x= 0.
Por lo tanto, si x £ 0 es un vector de 4, su inverso en 4 se escribe
L % (cf. 2.8.15.}.

M)

2,5. ALGEBRAS SIMPLES Y SEMISIMPLES

La teorfa de anilles semisimples introducida en 1.3, se aplica de
inmediatc al casce de dlgebras. Precisando afn més, si ¥ es un cuerpo
conmutativo y 4 una ¥ -4lgebra con elemento unidad, se dice que 4 es
ana - 3lgebra eemisimple si Aes semisimple como anillo. Una defi-
nicibn andloga vale para dloebra eimple. Por supuesto, en el caso
de la simplicidad, se supone que elanillo sea artinianc{cf., 1.6.) y es-
tc se asegura suponiendo que el 4lgebra sea de dimensién finita, AfGn
mds, si g es una f-dlgebra de dimensibn finita, entonces 4 es a la vesg
un znille artiniano y noetheriane. Reclprocamente, si 4 es un &lgebra
sobre g v si 4 es noetheriana, entonces 4 es de dimensién finita y, por
lo tanto, es también artiniana., Pero la artinianidad de un dlgebra no
impiica que el digebra sea de dimensibn finita, Asf, por ejemplo, el
4dlgebra de cuaternics H sobre R correspondiente al par (-1, -1}

b



partioular, #1 A es wiak-4dlgebra centval, entonces 4 ® I a8 wia [-dl=
gebra esntral. *

Proposicifn 2, 6,5, Sean g wi auerps commutative y A wha ¥ -Glgebra
centrgl almple. Para toda ¥-dAlgebra B, existe una geoioh entre la foe
wiita de Lo tdeales bildteros de Ry la Fomilia de los ideales bildiercs
de A? 5. Ader@is, esa biyecsidsm preservn el orden.

En efecto, considérense las aplicaciones I~ 4 @ I (Iideal de B}y

Jr-JNEB{ ideal de 4 ;t& F), dende Festd inmerso enzi? Penvirtud de la
aplicacibn natural x » 1® x. Se mostrard que tales aplicaciones son in-
versas una de la otra, 5i [ es un ideal de B, 24 ? I'es un ideal de A@ B
y {4 ® IV)AE =171 Por otra parte, sea J un ideal de 4 ? B y escribase

J NB =TI(ideal de 5}. Clarc estd qued ® T =J, pues si z =Zal ® x; (su-
X
T
ma finita), es un elemento de 4 @ I, donde los 3, estdn en 4 y los Xy
K
estin en J, entonces los elementos 1@ x, estdn en J y como J es un
ideal de 4 ® Fvyz= Z(a @ 1N { 1® x), se sigue que » €. Se mostrari

que, efectivamiente, se tiene 4 ? I=,, Sea, para esto, {e,‘}le pana ba -

se de I sobre . Todo elemento y de J se escribe, de manera Gnica,

en la forma y =Z ¥,9 e, donde los y, estdn en £ y f, es un subcon-
1€ hy

junto finito de f. Para todo & € ), se define T, =
= E ¥i® €, Y i = x1 I, es un ideal bilitero de

{ 1x As Hy €J, ¥ =
L Bl B B "YC es

€A,
&lgebra simple, resulta I =40, =0. Comoelcaso f, =0sepuede descar-
tar f4cilmente, supbngase que existaunindicex € pyparaelcual 7, =4, En

este caso, si E yyme,es un elementode Jv si ¥ # 0, entonces existe un
JEAO
elemento Z Yy ® g en Jpara elcualy, = I. Se puede elegir la base {g,}

I8N,
de F sobre %, suponiendo gue {e‘]

1A

e hy sea una base de [ donde f = f, U

UhaV ha N ha=9. Supbngase que exista un elemento y en J tal que y 't
g2 ‘3 Iy escribase y = E ¥ ® €, con heminimal. Entonces A, 1 A = @.
JEAU
En efecto, suponiendo que exista un Indice % en 4, n 4, el elemento
Y~y ®e = Z ¥;® e, estarfa en J, pero no en 4@ I, lo que con-
$EAN '
tradice la minimalidad de A,. Asl, si existe un I[ndice % en A, tal que
Y # 0, entonces existey = S‘ y® e, con o= I, luego y=loe +

€A
+ Z yi®@e,es F 0y par:. todo elemento x de 4, tenemos yx-xy =
{EAN K
(y}x - xyl) ®eyen.t, o sea, por la minimalidad de Agr YX =
AN
-y = 0, lo gque se puede también escribir Y% = Xy, para todo x» enn 4.

I

3
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De este modo, y, € Z,(4) = ¥ para todo J en A ycomo y= Z ¥, ®e; =
1t 4

=1lg z yi2; €J, se sigue que ? vs€y € I. Pero el hecho de que
1€ R 1€h
{BJ}IEAJ. sea una base de [, que A, N fig = ® ¥ que £e-‘}.1€.*\1 Uhs forma

parte de una base de B sobre ¥, contradicen la independencia lineal de
los g, sobre ¥.

Corolario 2, 6, b. Jean 4 una f-flgebra sentral gimple y [ wig ex-
tengidn (de cuerpos)de . Entonces A @ ree una [ ~dligebra central sim-
,L!Zé

Corclaric 2,6,7. Sca & wne ¥-Glgebry centval gimple. Fara toda
¥ -~dlgebra simple B, la p-dizebra 4 @ B a5 sirmple.
K

Corolario 2, 6.8, Sean ¥ wn cugrpo commtativeo y A wia K -dlgebra
centril sim:le de dimensisn p. FEriste entonces wn isomorfismo de fa
Figebraa A ?A" = M ) donde A° ea el Glgebra opwecta de A.

Considérense las aplicaciones £-lineales g 4 - End {4}, a » {x =
—-ax}y 5 :4° - End (A}, & ~ (% ~ xa) {(representaciones de 4), Es inme-
diato verificar que las imégenes de ¢ y B conmutan en End/d), y en
consecuencia se puede definir un morfismoe de ¥-&igebras a @ 28 14 @

L3

@ A% 4 End,(d), dadopora® b~ ale) B (B). Como 4 ® A% es simple, re-

sulta. que g, ® 3 es myacnvo ¥, por razones de dl.mens:.én, A®F e5 un

doaom m  a

isomoriismo de ﬁ d.l.gl‘:l)rd.b-

Corolario 2,6.9. 3¢ 4 we wix p-dlgebra ocentral sirpla de dimen-
aidn finitn, entowcas an dimensifv schbre B es wi  owadrade (cuadradode
un nirmero entero),

En efecto, siy es una clausura algebraica de f, la x-dlgebra 4 ? ¥

es central simple ¥,_por el teorema de Wedderburn (cf. el teorema
1,6.5.), existe una 7- éigebra con divisifnD y un entero p = 1 tales que
A@f{;ﬁ #,(D) (isomeorfismo de ¥ -4lgebras). Par la proposicién 2,4. 1,,

se tiene que p = ¥, luego dimy {4} = dimz{28 ¥) = n?,
L3

2,1, REPRESENTACION REGULAR Y UNA CARACTERIZACION DE
ALGEBRAS CENTRAILES SIMPLES

Sean ¥ un cuerpo conmutative y 4 una f-4lgebra asociativa con ele-
mento unidad. Recubrdese que la multiplicacidn a la izquierda de 4 es
la aplicacifn y-iineal [, 1 4 - End(4), definida por o ~,, donde [ (%)=
= gx para todo x en 4. Ademds, I es un morfismo de y-dlgebras, o sea
L., =L, cuslesquiera quesean g y pend. El morfismof, 14 - End,(4)
es inyectivo, pues sif =] conpay b en 4, entonces axy = pxcualquiera
que sea y en 4. En particular, para x= 1 sec tiene ¢ = ». De este mo-=-
do por el morfismo inyectivo [, : 4 - End,(4), 4 esisomorfa a una y-sub-
Glgebra de End,(4). 5i4 es de dimensién finita sobre g de basa

a
[el, v-.s8,}, el isomorfisme mencionadc estd dado por 1 z A8y =
iml



-]
= ZMLM. Ademds, siy,;, sonlas constantes de estructura del 4lgebra
1=}

n
Axespecto ala base (g, ....2,), oseasieg = ZYuxex {t,/=1L...,nh
=1
la matriz de L, respecto a la base {g,...,¢,] s¢ escribe

Ya1l Yiay c e Yipd

Yi1@ Yiza + v+ Yina

L I I ]

Yiin Yisa Y 1na

rues L, {e,) = g4¢, = iyuk e (4. 7= L....nt Esto muestra que 4 es
Py

isomorfa a la f-subdlgebra de M () generada por las matrices que se

acaban de describir. Esta subdigebra de 4, (¥) se denota 4 y 8e llama

la repragentacidn regular a la faguierds de 4 respecto a la base

feqione,d.

Una construccidn anfloga permite construir la represenzaciin  re-
gutar a la derecha de 4, que se denotarf por 4,. En efecto, basta con~
siderar la aplicacibn y-lineal 7 : 4 - End,(4), definida por g — 5,, don-
de A {x) = xa para todo x en 4. Fero, en este caso, se tiene Ry = Rl
cualesquiera que sean o ¥ b en 4 Se deja al lector la tarea de termi-
nar la descripcidn del dlgebra 4,

Ejemplo 2,7,1. La aplicacién [ : ¢ ~ End{C) = #a{R), definida por

¢ =P
o+ BtH( o ), ee la reprecentacidén regular del glgebra ¢ de los ni-

B
meros complejos come R-subdlgebra deldlgebra #,{R)de matrices cua-
dradas 2X2 con coeficientes en R. Como ( es un dlgebra conmutativa,
las representaciones a la izquierda y a la derechz coinciden.

Ejemplo 2,7,2. Sea H la R-{lgebra de los cuaternios relativa al
par (-1, -1} y denétese por {1, e, &, e,] una base de H sobre R, don-
deef=-1(4=123), ge;==e,e, Pava t # J V €y, =8, €g, =€, ¥
e561 = 85 La aplicacitn 7, : H - Endy(H) = ¥, (R), definida por

Qo "0y Ty TOg
51 Qp =0 Oz

joF] =99 Qp -~
Gy =3z =23 ag

Qg + &y + a8y + ogey

es la representaci6n regulara laizquierda de Hcomo R-subdligebra del
figebra i, (R).

El tecrema que sigue es una caracterizacifn de las Slgebras cen-
trales simples mediante el centralizador del 4lgebra.

Teorema 2. 7.3, Sean g un cuerpo conmutotivs w 7 wia F-dlgebra
qeoeiativa som elemente wniidad, 51 B ea de dimensifn Finita, wha con-

3
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FHotin necesaric y suficiente para qmeB sea wna ¥ -dlgebra central sim-
cle es gue purg toda :f—a?*ebzia asociativa A que aeoitenga B ocomo K.gube
#igabra y el mismo elemevte wiidod que B, se temga A = () (BJ?B.

Lademostraciénde esie teorema requieredos lemas preliminares, ¢l
primerc de los cuales es susceptible de ser demostrado de inmediato,

Yema 2.7.4, Sean y un cuerve conmurative y A y B dos f= dlgebras

aspatativas con elements wnldad. 57 A @ B es wia J=Zilgebra sinzle
: 3 L

{vegrectivamente los g-dlgebraa Ay P oson stmples

(respectivomente centvales singples!).

Lema 2.7.5. Sean yunm cherpo commutativoe y A4 4 B dos g-dlgekras
ascatativas com elementy wnidad, donde B es wna f-subdigebra de 4 con
el wiams elemento wntdad gue A. 57 exiete wn enterc mx litzl que B
= M, (¢) (isomorfismo de x-4lgebras), gutonces 4 = . ie) e 5.

Supbngase que B = ¥, (¥) v sea (8“)15:. s%n la base canénica del £lge-

bra de matrices 5 {cf. ¢l ejemplo 2. 1,6, }, La aplicacibng: 0, (F}® 5 -~
X
-4, definida por sz ®y, mzx‘yl (swma finita}, es un morfismao de K-

dlgebras que, en verdad, es un isomorfismo. Para demostrarlo, da-

2
do un elemento x en 4, considérense los elementos x; = Zeklxelk {1,)=
')
=1,...,n)de 4. Teniendo en cuenta la tahla de mu].tiplicaciﬁn 8548y, =
L) I¥)
O BEa Xy 8y, = E,% (e = l, v nt. Esto 51gmf1ca que x“EOl(.E’) (ia J

It

a
= 1....,?1.), luego \'p( z .)C;i@ 3;4) = Z X118y = E euxe“e“
1, 1=1 1, d=1 1, =1

il

] 5

T ekt ey = Z €50 | = X pues Te“ = 1. Queda demostra-
1y J.-_l"t“‘l £, =1 1":"1
do asT gue el morfismoe ¢ es sobrevectivo, Vamesa demostrar que

1]
tp es inyectivo y para elic sea Z %3 % €,; un elemento de 2,(3) ® 7 tal
1, T=1 ¥
-] 3 n

X,® 8,4} = Z Xi4€,3 = 0. Setiene 0 = Ee“ { E X838 =
i, ¥=1 1, iRl k=1 i, 371
=X {1,m=L...,nh lo que demuestra la inyectividad de ¢.

Dermostracibn del Teorema 2.7.3. Sean pues F una ¥-4lgebra cen-
tral simple v sea 4 una f-4ligebra asociativa que contiene a § como una
¥-subflgebra y cuyos elementos unidades coinciden. 5i se escribe 4' =
= 4 ? FRyRp =FH §E°, donde F¥ es el dlgebra opuesta de B, entances 5’

es una f-subdligebra de &' ytiene elmismo elemento unidad que 4'. Por
el corolaric 2.6.8., existe un enteron = 1tal que B' ~ M {x), isomor-
fismo de g-4lgebras, donden=dim,(F}, Poretlema 2.7.5., 4= (5"} @

X

@ B‘, Yero, per la PropOSiCién 2,6, L. ) G“(B'] = O;(BJ 8 050(30) = C’_q(B}g
K L] K
9X=O,(E)Y. por lo tanto, 4 ® B=4A =(,(2) g B;e B osea &= O.(B)go 5.



Reclprocamente, en virtud de la representacibn regular a la iz-
quierda de 5 se puede suponer gque F sea una ¥-subilpgebra del &lgebra
de matrices ¢ (), donde n=dim(B)y que el elemento unidad de P coin-
cide con el de ¥, (¥). Por hipbtesis ce tiena M, {¥) = GM““)(B) % Ey como

Myli} es una x-dligebra central simple, ellema 2.7.4. dice que § es una
K-4lgebra central simple.

2,8, EJERCICIOS Y COMPLEMENTOS

En este parigrafose dan algunos ejercicios que son mis bien com-

plementos a la teorfa enunciada. En otros casos se trata de simples
ejercicios.

2.8,1, Algebras sin elemento unidad, Sean K unanillo conmutati-

vo con elemento unidad, 4 ana f«4lgebra sin elemento unidad y consin
dérese el p-mbdulo 4' = ¥ % 4 (producto directo). Sobre A' se definela
siguiente multiplicacién: {a,x) (b, y} = (ab. ay + bx + xy), cualesquiera
que sean los elementos s y ben ¥ vy x ey en 4. Muesire que se define
asl sobre A' una estructura de ¥-dlgebra con elemento unidad y que la
aplicaci6n &4 - 4 definida por x ~ (0, x} es un morfismo inyectivo de x-
dlgebras, Si se identifica £ con su imagen en 4' por tal morfismo, lo
que equivale a hacer la identificacibn x = (0, x)lpara todo x en 4, enton-
ces £ es un ideal bilitero de 4' y existe un isomoriismo de ¥-&lgebras
A'/A a k. Ademis, 4 es un ideal bilitero maximal de 4% si, y sélo =i,
¥ es un cuerpo, Es evidente que 4' es un 4lgebra conmutativa si, ysd-

1n ei A #tarhifn 1A &= el e e T el e Ty .
1o g1, 4 tampisn o es.

Lar 1828 CoOnuiciones naCesarias v g1 pGSLU&C Sii=
ficientes sobre 4y ¥ para que 4' sea asociativa (respectivamente alter-
nativa, flexible, de Lie, de Malcev, etc. ).

2,8,2, Identidad de Teichmiiller. Sean ¥ un cuerpo commutativo,
A una y-dlgebra v a ! A%s%4 - 4 su ascciador. Musstre que cualesguie-
¥a que sean X, 1, z ¥ ¢ en 4 se tiene alxy, 2, t) - ale yz )+ ale, p, 2t)=
= almy 2}t + xalys 2z, t). Esta identidad vale, en general, sin ningu-
na hipbtesis sobre el 4lgebra. Por supuesto que si el &lgebra es asc-
ciativa, la identidad eg trivial,

2.8.3, Muestre que si ¥ : £x4 - ses el conmutador de una £ -alge-
bra 4, existe una Gnica aplicacién K-lineal Y ﬂA -~ Atal que V(XA L) =
Y{x, y) cualesquiera que sean X e i en 4, o sea, Y € Homgtml.;:)

2.8,4, .’Algebra.s de iia y de Malcev, Sean ¥ un cuerpo conmutati-
vo y Auna y-dlgebra. El jocobiane de 4 es la aplicacifn fy-trillneal
J 1 AxAxd = A definida por (x, y, 2) = {xy)z + (y2z)z + (zxly. Se dice que
es wn digebra de Lie (respectivamente Mzlcev) si %* = 0 para todo x en
4 y si su jacobiano verifica Jix, .2 = 0 (respectivamente Jlo yr x2) =
= J(x y» 2) %) cualesquiera que sean X,y y z en 4. Es claro que toda £1-
gebra de Lie es de Malcev, pero si ¥ es un cuerpe de caracteristica #
3 ydes la p-4lgebra de dimensién 4 cuya tabla de multiplicacién rela-
tivamente & una base £31' fgs & e“} estd dada por

k.
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ey €a e, €y
EN 0 -le. & 0
€a de, 0 ez 0
€q e -€x Y h
€4 0 4] -e, il

entonces 4 es un &igebra de Malcevy no de Lie. Muestre para estc que
Jey, e g} = e,

1) Muestre que toda &lgebra de Malcev de dimensién =3 es de Lie.

2) Sea 4 una y-dlgebra y modiffguese la multiplicacién de 4 escri-
biendo % . y = xy - yx (= conmutador de x e y), cualesquiera que sean x
ey en 4. Muestre que si 4 esasociativa {respectivamente alternativa),
entonces 4 ¢s de Lie (respectivaments Maleev) para esta nueva multi-
plicacidn,

N,B, La clasificacibn de flgebras de Malcev de dimensidn finita es
un problema no resuelto, (¥}

2,8,5, ﬁlgebras flexibles. Se dice queuna f-4lgebra 4 es flexible
8i su asociador verifica la condicibn alx, y, x) =0 o (xy)x = x{yx) cua-
asl como toda dlgebra conmutativa es flexible. Muestre que el 4lgebra
4 de dimensién 2 sobre un cuerpo } de caracterfstica ¥ 2, cuya tabia de
multiplicacién sobre una base {g,, e,} estd dadapored = ¢, e, = 248, =
4e, +ie. v €2 = e, es flexible, pero no es alternativa,

2.8.6. Algebras de Caylay, Sea {el 4lgebra de Cayley construida
en el ejernplo 2. 1.4. y dendtese 0 x 0 = R, {x, 3} (x|y)el producte es-
calar canénice, ¢ sea (g, |e)=8,,{t, J=Lie. s 7 (e d=0{L=1...,7}
Vi (lf l) = 1.

1) Muestre que cualesquiera que seanx,y v z en 0, se tiene x(jz) +
+ylxa) = 2x|y)e (o|sFa)=1z® @wleh |AF2) = -llpll® (2] 2) + 20x|y)
wtz) (2]xgg) = 12]® (xly) donde|lz||, por ejemplo, 5 la nowma de
Q S5ea ”x” = [x x),

2) Muestre que la aplicaciénu:io—u ¢, definidaporxayAze -x(Fe)+
+ (y|zke - (x| 2)y + (x|y)z, es R-linealy cumple tas condiciones (w{x Ay A
Ag)lx)=0y
(x|x) lxly) (x|2)

llele A y A 23|? = det (xly) yly) (y|z2)
(xtz) (ylz) (z]|g)

cualesquiera gue sean i, yyezearl



2.8,7, Sea ¢ el &lgebra de los complejos scbre Ry {1,1]} su base
natural. Una base de la R-8lgebzra CE C estd dada por {18 L 1213, 18],

1@ 1} yconsidérense los elementos g, =3{1@ 1+{®L) ye, =%.{ g 1 -
- t® 1). Muestre que g, v gy verifican las condiciones ef=e,, el = e,
e, +e =10 Ivee, =0, oseae yve,son fdempotentes ortogonales de
c§ . Muestre que todo elemento al@ 1+B18 ¢t +yL® 1+54@ ¢4 de

{® C, donde los elementos ¢, 8,y ¥ & estdn enR, se escribe en la forma
R

ol l+61l@ 1-818 1-vyl®@tle +(al® 1-618 1+3848 1+vy1@ tle,
¥, por lo tanto, cabe escribir c'? C= c% Cre, ® Cﬁ? ¢ . ey donde por

c g { - e, se indica el ideal de C? ¢ generado por g, {{ = L, Z). Mues-
tre, ademfs, que (@ £ - e, € (L = 1, Z)es unisomorfismo de R-4lge-
M

bras, Esto demuestra que (@ [ e8 isomorfo, como R-flgebra, a un
producto directo de dos 4lgebras isomarfas con (.

2,8,8, Sea H el 4lgebra de cuaternios sobre R {cf. el ejemplo 2. L.
3.} y considérense las aplicaciones R-lineales [ : H - End,(H) y R : H —
« End,(H) definidas, respectivamente, por xw—[L, ¥ ¥ = R,, donde [ {y) =
= xy ¥ B (y) = y% para todo y en H, Muestre que cualesquiera gue sean
seyenk, setienef, o R =R, o1, luego [l y R inducen un morfismo de
R=#&lgebras Hﬁ H - End,(H), definido por x@ y -7, + R,. Muestre que
tal morfismo es un isomorfismo de R-dlgebras, 5i ahora se considera
el hecho que H es un R-espacio vectorial de dirmensitn4, resulta el isc-
morfismo de R-dlgebras H ;? H =, (Rh

2.8,9,

=
bien de {-4lgebras (

L Crppr. .
HUBELT [

4

@

®

2.8,10, Sean F un cuerpe conmutative y 4 v B dos y-&lgebras.

Muestre que si 4 v F son p-8lgebras de tipo finito, lo mismo acurrecon

A® B, Muestre que si 4 v 3 son y-4lgebras con elemento unidad y si
K

A® P es asociative, entonces 4 y B son asociativas.
K

2.8.1l. Sea Z[1] el aniiloc de enteros de Gauss, este es, e} anillo
obtenido a partir de 2, por adjuncién del nGmero complejo 4 (La = .1}
Muestre gue R® Z[t] = C.

z

2.8.12, Pruebe que el centro de un dlgebra simple 4 es un sub-
cuerpo conmutativo de A

2:.8.13, Sean 4y B dos g-4lgebras asocciativas con elemento uni-
dad, 5 una y-subdlgebra da 4 y supfngase gque los elementos unidades
de 4 v B coinciden. Muestre gue {,(B) N B = Z,{7), donde ¢,(B)es elcen-
tralizador de B en A v Zy{H) es elcentro de la f-4lgebra 5, En particu-
lar, £,(4)} = Z,(4),

2,8,14, Algebras artinianas, Sean ¥ un cuerpo conmutativo y 4
una f-4lgebra asociativa con elemento unidad. Pruebe que una condi-
cibn necesaria y suficiente para que 4 sea una g-4lgebra artiniana es
gque 4 sea de dimensidn finita.

K
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2.8.15, Es evidente gue la proposicién 2.4.2. es verdadera sin
ninguna hipbtesis sobre la caracterfstica del cuerpo ¥. Pero, si ¥ es

de caracterfstica 2, el 4lgebra de cuaternios g = (a’_yb) es conmutati-

va y, por lo tanto, 4 deja de ser central, como es el caso en 1a carag-
terfstica # 2,

2.8.16., Las figebraa 4(x), Sean A un cuerpo conmutativo de ca-
racterfstica # 2, Auna ¥-4lgebra asociativa y } un elemento de £, So-
bre el ¥-espacio vectorial 4 se define una nueva estructura de X-4lgebra
mediante la férmula ¥ # ¥ = hxy + (1 - Myx, cualesquiera que sean X e
¥ en 4. Por A(}) se denota el flgebra asf definida sobre el £-espacio
vectorial 4, Demuestre los siguientes resultados:

1. Para todo A €4, A(A} es un Slgebra de Jordin, o sca (& % ) =
BAX R XY 2 E R AP R (A F X oy (X E XYY R X)X FX) ¥ ) * X, cuales-
guiera gue sean ¥ ¢ ¥ en Ak},

2, Sea 4 una X«4lgebra simple. Una condicién necesaria para que
A(\) sea un 4lgebra con divisién es que A también lo sea.

3., D€ un ejemplo en gque 4 es un Algebra con divisién, pero 4(M) no
lo es,

4, Sea 4 un dlgebra con divisién, Entonces 4{%) no es un dlgebra
con divisibén si, v sélo si, existe un elemento X en A tal que 4, Ed,ﬂ,

donde 4, es el £-espacio vectorial definido por 4, = {y{y E4, Xy = yx}
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EL GRUFO DE BRAUER

Este capitulo tiene por finzlidad construir el grupo de Brauerde un
cuerpe conmutativo, asi como también indicar cémo lograr la construc-
cién del grupo de Brauver de un anillo. Ademés, se presentan algunos
ejemplos de grupcs de Brauer.

3.1l. GRUPQO DE BRAUER

Sean & un cuerpo conrmutativo v 4 una £-ilgebra central simple de di-
mensiénfinita. Se sabe que existenun entero 712 1yuna K-3lgebra central
de dimenasién finita ¥ con divisién 7 tales que 4 s M D) ~ M (£) ® D (iso-
morfismos de X-algebras). Ademés, n ests determinado de manera dnica
y D es finica salvo un isomeorfismo de -4lgebras. Se dice que dos £-
4lgebras centrales simples 4 y I de dimensibn finita son semegjantes si
existe una K -4lgebra central de dimensidn finita y con divisifn I' y en-
texos m, Nz 1, tales gue 4 mM (D) y F s M, (D). Seindicari la relacién de
semejanza entre dos Algebras 4 y 5 por A ~ 5.

Asi, para toda £-4lgebra centrall condivisifn yde dimensibn finita
se tiene M (D) ~D v esto para todo entero 2 1, Si 4 y B son dos ¥-

K|

Sigebras simples de misma dimensifn y semejantes, entonces 4 v & son
isomorfas come X-4lgebras., En efecto, se sabe que existen enteros m,
nz 1, yuna ¥-algebra central l condivisidén y dedimensidn finita tales
que A~ My(K) k@ Dy Bas M} ? D. La condicidn dimg{d) = dirmg{&)impli-
ca M= n, luego 4 v B son isomorfas.

Sean D y I' des K-4lgebras centrales de dimensién finita y con divi-
sién. 8i 0 ~JD', entonces J y D' son isomorfas como K-flgebras. La
verificacitn de este hecho es inmediata.

La definicién de semejanza entre Algebras centrales simples puede
formularse también de la siguiente manera:

Proposicibn 3, 1. 1, Sean X un cusrpo conmutativoy 4 vy B dos K=
Glgebras centrales simples de dimensidn Ffinita. Entonces A~Bol, y séle
87, exiaten entercs I', & 2 1, tales que 4 § M AX) =B @ MiX), Tsomorfismo
dg K-dlgebras.

En efecto, si 4 ~ 5, existenenteros m, 72 1, v una X -4lgebra D de
dimensibn finita y con divisibn tales que 4 = My(X} ¥ Dy B ~ MK ? D,
luego A § M (i) as B ?M,(X}, isomorfismo de £-5lgebras.

Reci{procamente, supdngase gue A ?M,.(ff) P B;‘e M. (H), isomorfismo
de K.4lgebras. Como 4 y 5 son £ -4lgebras centrales simples de dimen-
sién finita, existen enteros M,n z 1, y dos X-4igebras centralescon di-
visién J y D' de dimensién finita tales que A mM(E) D y 5= M (K) oI,
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isomorfismos de {-4lgebras. Se tiene asf{un isomorfismo de ¥-4lge-
bras MaeiD) e My (D'}, lnego mr=ne y D ~ D', isamoxfismo de #-4lgebras.
Esto implica que 4~5.

Corolario 3. 1.2. Sfean ¥ un euerpo eowmutation y A,8,47 y B ouatre

dlgebras cemtrales simples. ST A~5 4 A' ~B' | antonces 4 ® A~5e 5,
K

En efecto, decir que A~5 y 4 ~ 5 equivalea decir gue existen en-
terosm, Ry r, 8z 1, tales que A;GM,{X)::.BK@M,,(.’()Y A‘?M,{K)m B'?M.{K},

luego 4 ;GA' ?M.,(X)HB? 5 @ M, (X), o sea ,&;?fl' NB?B'.
K

Es ficil ver que la relacidén de semejanza es una relacidnde equiva-
lencia sobre el conjunto de clases de isomorfismos de dlgebras centra=-
las simples. Dendtese (2] 1a clase definida por una K-4lgebra central
simple 4 médulo ia relacién ~ Denétese, ademds, Br{f} el conjunto de
los sfmbolos L4], para toda K-4lgebra central simple 4. Sobre el con-
junto Bri(&) se define la ley de composicidn [4] + La']1= [4 @ 4'l, cua-
lesquiera que sean las X-4lgebras centrales simples 4 y 4'. El corola-
rio 3. L. 2. muestra que talley de composicibn es biendefinida. Ademis,
ta conrmutatividad y la asociatividad de esa leyresultan, respactivamen-
te, de la caonmutatividad y asociatividad delproducto tensorial. Elele-
mento neutro para esa ley de composicidn es representado por [X). Ob-
sérvese que, por ser ¥ ~¥ i} para todcentero n = I, entonces LM (X)) =
= [¥]. Finalmente, para toda K-Zlgebra central simple 4, existe un
isomorfismo de {-dlgebrasd @ 4% = M. (¥), donde n = dim(d) < =y A% es
el Algebra opuesta de 4. Se sfgue que 4] +1L) = 4] =0, o sea el
opuesto del elemento [4] es [ 4°]. Se demuestra asi el siguiente resul-

Tador

Proposicibn 3, L. 3. feg K un cuerso commdative. Fi preducte tensc-
rigl eobve £ define gobve el conjunto Bri(f) wia eatructure de sruno abe-
Hmo.

Se dice que Bri{f) es el gruge de¢ Frawsr del cuerpo conmutativo X.
A continuacidn se daréin algunas propiedades del grupo de Brauer.

Sean ¥ un cuerpo conmutativo y L una extensién (de cuerpos) de X.
Para toda ¥-ilgebra central simple 4, 4 @ I es una L-4ilgebra central
simple y, por lo tantc, la apilicacidn Am 4 ?L induce un morfismo de

grupos abetianos Bri{}— Br{l}. El nficleode este morfismo, gue se de-
notard Br(l/X), se llama el grure Je¢ Browsy velariso, y consiste de las
clases [4] para las cuales 4 ® L= Mall), isomorfismo de L-flgebras,
para alglin enteron = 1. Se dice que la clase [4) se escinde por L v 1
se lama un puerpe de desconpogiceid=n (splitting field) para la clase [4]
o para el dlgebra 4. Y cabe la pregunta si toda X-4lgebra central sim-
ple de dimensibn finita tiene un cuerpo de descomposicién que es una
extensidn finita de . La respuesta la da la siguiente proposici6n:

Proposicién 3. L 4. gemn ¥ un suervo commutetive y 4 wna K-Blgebre
central simple de dimensitn finita. Fxiste una extewsiim (de cuerpoa)
Firita L de ¥ y un entevo n e 0 tales que 4 er = Mo{L}, facmonfismo de L-
alagebras.



Si ¥ es una clausura algebraica de ¥, existe un entero7n 2 ] talque
48 H =M (K), isomorfismo de X-4lgebras (cf. elcorotario2.6.9.}. Con-
sidérese el morfismo inyectivo de X -dlgebras 4 < 4 @ K =M, (%) definido

por ¥+ x® 1. Sean {&,...,€;} una base de A sobre ¥ y u; en a’o‘n(E) la
imagen de € por tal morfisme, esto es Wy = €, ® HI=1,...,7). S5ivik
son las constantes de estructura del dlgebra 4 relativamente a la base

-]
{er,...,e.) o sea €8, = ZY“" edft,J=1,...,m), se tiene, en M),
-1 FERN
Lgley =Z‘hak Ui, j=1,...,m). Por otra parte, si (e“}:.st,af.- esla base
k=l — =
natural de la ¥ -&igebra My() (cf. el ejemplo 2. 1.6.), se puede escribir
n
iy = Ay hin€® = 1,...,m}, donde los A, estdn enX. Sea ahora § el
1, =1 .
conjunto finito formado por los vy v los by, Como & es algebraico
sobre ¥, el conjunto £ genera, en X, una extensibn finital deX y es evi-
dente que A @ L mM, (L}, isomorfismo de [-4lgebras (cf. elteor, 3. 2. 2. L

Para toda K-4dlgebra central simpled de dimensién finita, se sabe
{cf. el corolario 2.6.9.) que dim(4) esun cuadrado y el entero / dirre{d )
se denominari grads del lgebrad y representard por g{d). For otra
parte, &xisten un entero m 2 1 y unaX-4lgebra central con divisién D de
dimensibn finita tales que 4 =M (X} @D, isomorfismo de K-8lgebras.

Luego, dimgl4) =m% dim(D) y s5i se extrae la raiz cuadrada, se tiene
Gi4) = mg(D). Eigrado de] se denomina Tndice del dlgebra 4, y se de-
notarg t({d). Obsérvese que si 4 ~B, entonces L{#) = ¥{8}y, porlotan-
to, se define e} Indice de la clase [4] como el Indice de 4. Asi,
L1 SriXy = N* es una aplicacién definida en el grupo de Brauer de X con
valores en el monoide multiplicativo IN¥* de os enteros = 1 lef. 3. 9. 13

3,2, SUBCUERPOS MAXIMALES

Sean ¥ un cuerpo conmutativo y J una K-4lgebra con divisién. Un
subcuerpo conmutativo L de D se dice un swbauerpc mawlmzl de D sl la

condicidn L L' SD con L' un subcuerpoconmutativode D implica L= L%,
Necesariamente &¢{&) © L, pues en caso contrario L estarfa contenido
propiamente en ZPWL), que es el cuerpo obtenido por adjuncibn de los
elementos de L a Z¢(D).

Lera 3. 2. . Sean ¥ un suerpa conpubative, Duna K-dlgebra con di-
wisidn L un subouerps conmutative de D. Das siguientes condicionss aom
equivaientes: (1)L es un subcusnpe warisal de Dp (1) L = (L)

Supbngase que [ sea un subcuerpo maximalde D ysea x € Ghil). En-
tonces [ ©L{x}, cuerpo obtenido por adjuncién de x a L, luege L = Lix)
y, por lo tanto, ¥ € L. Esto demuestra que L) =L y, como se tiene
trivialmente Ch(L} 2 L, se sigue gue (GiL) = L.

Reciprocamente, sea [ un subcuerpo conmutativo de 7 y supbngase
gue L = Up(l). Sil' es un subcuerpo conmutativo de J que contiene a %,

#
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o= f

necesariamente L' SOl ) = [, luego &' = L. Esto demuestra que [ es
maximal,

A partir de esto se puede demostrar el teorema: todo subcuerpo
maximal de un digebra con divisién es un cuerpo de descomposicibn
(spiitting field) para el dlgebra, Precisando afin més, tenemos el si-
guiente tecerema:

Teorema 3.2.2, Sean Xun cuerpo sommutativo, I wna K-%lgebrg aom-
tral com divisifnm y de dimemsifn finita v F un subcuerso mawimal de D.
Existe entonces wun isomorfismo de F-Zlgebrog T ® F x= Uy (F), donde n =

= dime (D).

Obsérvese inicialmente que 8i Z° e¢s el 4lgebra opuesta de T, enton-
ces F es un subcuerpo maximal de D si, y sdlc si, Fes un subcuerpo
maximal de D°. Por lo tanto, si F es un subcuerpo maximal de !, por
el lema 3, 2. 1. se tiene O3(F) = F. En cambio, como ' es una ¥ -4lgebra
central simple, se tiene un isomorfismo de A -&lgebras D @ 2° = Ende{T)
y la imagen de l;@ Fen Endy(Z) por ese isomorfismo es el cuerpo F =
= {lala € Flqx)= ax, ¥ x €D}, wegoZ@F=2D 8 UhotF) = Cgoo{ 1 @ F) =

K

=0End.¢(n}{‘r“}‘ Mostremos que OEnd.;{c)(FL}z Ende(3), En efecto, f €
€ OEndg{u)(‘FL} si, y sGlo 51, paratode A € F, setiene fo Ly=Lyo f. Lue-

go, flhx) = f{lyilx)) = La(f(x}) = Lf(x), cuzlesquiera que sean h € Fyx €
€D, o sea, f € Ende(F). En particular, sin = dirg{D}, se sigue que I 4

D F s Mfp(F}, isomorfismo de F-4lgebras.

Corolaric 3.2, 3. Semm & wn suerms commibative, D wia X-Gigebra cen-

tral con divdeidn p de dimensién Finiza. Pavg tode subewerce wamimal F
de D, Se ¥iene dimg(D) = dinglF) = Vdime ) .

Por el teorema anterior, si dimy{l') = 7, existe un isomorfisme de
F.dlgebras D @ FaM (7, lvego diny (D) = dim: (D gF = n? y como 1% =

= dimy (@) = dimg (F) dime (D) = 1 dimg (F) resulta dimy (F) = 7.
3.3. EL TECREMA DE SKOLEM-NQE THER

Sean & un cuerpo y 4 una {-&lgebra. Se dice que un ¥-automorfis-
mo de 8lgebras 0: 4— 4 es interior si existe unvector ¥ en 4, x invor-
sible, tal que a(z) = x&5 " para tode 2 € 4. En lo que sigue, se probars
que si 4 es una K-4lgebra central simple, todo f-automorfisimo de 4 es
interier.

Teorema 3.3.1, (Teorema de Skolem-Naether), Semm £ wn mwerro
eoRmEaTive ¢ A ¢ B dos K- dlgebras sinmles, donde A en  centval w B es
de dimensicn finita. 8¢ f,0 1 B2 A aon dos morfiamos imyectivos de K-
dlaebras, eriste un dsutomovfiema interfor O das tal queg=0o [,

Por serd una £-élgebra central simple, existen un anille con divi-
si6n J y un J-médulo a la derecha libre ¥ de rango finito tales qued
Endg{¥f). Adernds, # es isomorfoa un ideal a la izquierda minimal de 4
{cf. el teorema }.6.5.). SiDPes la £-dlgebra opucsta de 2, se sabe
gue D° e 5 es también una K -dlgebra simple. Se definen sobre # las si-



guientes dos estructuras de e ? H-médule a la izquierda: { i ® b x =
= Zf(b; ey v {ZCL? 8 by =2g(b;).xﬂq {sumas finitas}, cualesquiera que
1 : 3

sean los ¢f en D los b, en By x en ¥, Es inmediatoverificar gque que-
dan definidas asf sobre # dos estructuras de I° 2 B-méduloa la izquier-
da mediante f v ¢, v/ dotadc de tales estructuras serd denotado My y ¥y,
respectivamente. Como J® § 7 es una £-algebra simple, entonces M,
{resp. #;) es un I° @ F-médulo semisimple y, portanto, se descompone
en suma directa de médulos simples, o sea #f; = @M: v M =C:DM=', donde

los M} y los My son I° ® B-mbdulos simples a la izquierda, Como, en

ambas representaciones ¥, y #; hay el mismo nfimerc de componentes
simples, se deduce que ¥, ~#,, isomorfismo de 1° @ 5-mbdulos a ia
izquierda. Esto dice que existe un isomorfismo & : /M, x ¥, de I° P B-
médulos tal que cualesquiera que seand’ € 0%, €5 y K€Y, setienca(le’ ®
® b)x) = (@ @ blatx), o sean(f(bwa)= gibla(rla, Enparticular, parad =1,
a{xa )= x(x¥) v esto significa que & € Endy{f) ~ 4. Existe entonces un
elemento 2 € A tal que &{x) = #x para todo x € ¥y como o es un isomor-
fismo, el eiemento 2 es inversibleen 4. Larelacidna{f (bl i=g(d)aix)
puede escribirse entonces 7 (blxd = g(blaxt, luego (2f{d) - g{B)z)wa = 0.
En particuiar, (@ = 1) se tiene (2f(b) - g(d)2ke =0, cualesquiera gue
sea » €5 y para todo x €¥. Como ¥ es un 4-mébdulo fiel, resulta zf ()=
= gib)x, o sea g(b)= 2f(b)r™*, para todo b & 5.

Como {des semisimple, 4 se descompone en un producto directo fi-
nito de X -4lgebras simples 44{t = 1,...,n} v ¢cada % es generada por un
{dempotente central €;, o sea €, €Z{A{i=1,...,n) Siog:4i— Jesun
K-automorfismo de # que deja fijos a los elementos de Z¢(d), se tlene
o(ey)= & it=1,...,n) v, por lo tanto, O(43) = 4t = 1,...,n), Como

n
dimK(A)=Zdim.<(f'1:JydimK{fi)<°°, entonces dimg{d}<® (¢ = 1,...,7n).
151
Pero, por otra parte, ¥é; = I(4,) = %, luego 4y es de dimensién finita
sobre Zy(41) {t = 1,...,7n). De estamanerasedemuestra que 0 :ds ~ 4
es un Zy{41}-automorfismo y 4 es una Zy{f1)-ilgebra central dedimen-
gibn finita. Luego, por el tecrema de Skolem-Noether, T es interior,
o sea existe un elemento inversible a; € 4, talgue 9{x) = A.x01" para to-

dox € di(b=1,...,n), 5isetoma ahora® = Ea; €M% ... XAy = 4, en-
131
tonces @ es un elemento inversible de £ y su inverso se escribe et =

n
= ZGI‘. AdemS$s, para todo x € 4, O(r) = axe™,
=

Corolario 3.3.3, S
sentral siwwle. Todo K-o

- .
A wrmo A -&lgecex

A W CUEPTS ORI

merfigme de A es inw

Este corolario es un caso particular del corolario anterior, pero
teniendo en cuenta la importancia de su resultado, se enuncia aparte,



Teorema 3. 3. 4. Seon X un cugrvo conwmutativg v A wia K-glaebrg cen-
trgl gimple de dimensidn finita., Pava todn K-sublilgebra eimple Bde A que
centiens o X, se tiene: (i} EL eentralinador O,(F) e wia K-algebra eimple.
(ii) FL duplo centroliszadeor dz B cofncolde con B, osen O i0d8)) = 5, (iii}
3¢ O= 408), dimgld) = dlmy (F) dirmg (O).

La aplicacién £ -lineal B ~ Endy(5), definida por b= T, donde B{X}= b¥
para todo & € 5, es un morfismo inyectivo de ¥ -slgebras y, por lo tan-
to, F es isomorfa a una X -subdlgebra B de Endg(8). El centralizador de
B en Endy{B) estd dado por f € C"End;(s){‘g) si, v 88lo si, para todo b £ B
se tiene fb = Bf, o sea si, vy sblo si, F(B) = (feD)1)={bof ) L)=B(f(1)}=
= 5f(1) = Renyid), para todo & € 5. Esto significa gue OEndK(EJ(B) es la
K.subflgebra de End{8) de las multiplicaciones a la derecha por ele-
mentos de 5. Considérense los morfismeos inyectivos deX -&lgebras, 5 =
= A ? Endy(B) definide por b @ 1, y 23— 4 ® Endy(F) definidopord 1@
€%, Comod @ Endy{F) es una ¥ -4lgebra central simple existe, por al
tecrema de Skolem-Noether (cf. el teorema 3.3, 1.}, un X-automorfis-
mo (de K-4igebras} g de s @ End(5) tal que 059 1™ 1§ 5, isomorfis-
mo de K -dlgebras. Porlotanta, ¢ induce un isomorfismo deX-4lgebras
{entre los centralizadores) o : ol?;End;{B)(B ® ) ~0lig Eng, (5t @ 35), 0

K

sea CW(5) ;:9 Endgtd) = A @ o‘End‘(B){B}. Comola & -4lgebra 4 @0E11d,< (g)(ff)
es central simple, se sigue {cf. el lema 2.7.4.) que la X-4dlgebra C\(3}

es central simple y esto demuestra (i), Calculando las dimensiones de
G ? Ende (B} ¥ A ? OEnd*{E](E" resulta Qimg(0){dimy (51)° = dime{4}

dim(Pg, 4 (2yE)), donde € = Cy(B), Como dime(Crag,p)B)) = dime(d),
entonces dime(d) = dime{F) dimg(C’). Se demuestra as{ la condicibn (iil.

Finalmente, como J{F} es una ¥-subllgebra simple de 4, la condicién
(i) dice que dimy{d) = dimy(CaiB) Gim((Ch(Cha(5)), luego dime(d) =
= dimg (Cx{%iF1)). El hecha de gque B & 0, ({U4({5})), por ser una subdlge-
bra, implica que 5§ = O(U(F)) Teeorern del duslc ecentralizadzr) y esta
demuestra la condicién {iii}.

Corolario 3, 3. 5.  Sean X wun cuerio cormmutative ¢ A unx
central simple de dimensidn fimita, Fava b
da A que eontiene a g Ins siguientes =ondiz
L= D,6L0; ti1) L es wn subsuerpo covmut

= (dimy (L))"

sulleuerpe o
fomes som equivalentes: (i)
fwo maeime! de A (idi) dimgfd) =

La equivalencia (i) = (ii) es inmediata {cf. el lema 3.2, 1.} y (i)=
@ {iii) es una consecuencia del teorema 3, 3.4, Mostremos que (iii} =
i), En efecto, las condiciones {iii} del corolario y (ili} del teorema
anterior implican que dimy{l) = dimg{ZW (L1} ¥ como L € {4(L) (como X«
subdlgebra), pues [ es conmutative, se sigue quel = 2(LL

3.4, GRUFPO DE BRAUER DE UN CUERFC ALGEBRAICAMENTE
CERRADO

Sean X un cuerpo algebraicamente cerrado. Si 4 es una X -8lgebra
central simple de dimensidn finita, existe un enteron z 1 (determina-
do de manera inica) y una K -4lgehbra condivisién U (determinada de rma-
nera finica salve un isomorfismo) tales que 4 =M (D}, isomorfismo de



K-ilgebras, Pero, por la proposicitn 2.4.t., D = &, isomorfismo de
X-slgebras, luego 4 =M (X} y, por lo tanto, L4) = 0 en Br(£). Esto de-
muestra que Br(fl = 0 (grupo trivial). En particular, Br{{) =0,

3.5. GRUPO DE BRAUER DE UN CUERFPO SEPARABLEMENTE CE-
RRADO

Un cuerpo conmutative & es sepavablemente cervado si toda exten-
sidn separable de X coincide con &, Por ejemplo, C de los complejos
es un cuerpo separablemente cerradc, Un ejemplo menos trivial de
cuerpo separablemente cerrado se da a continuacidn.

Ejemplo 3.5. 1. Sea [} el cuerpofinitode caracterfstica  » Oycon
P elementos, v sea Fyit) el cuerpo obtenido a partir de Fy poradjuncion
de una indeterminada t. 5if! es una clausura algebraicade F, y fes el
conjunto de dos elementos de {I que son separables sobre IF;(f), enton=
ces K es un cue_r}:o separablemente cerrado, Obsérvese que K%'ﬂ, pues
t¥% €0, pero t? f X,

Para calcular el grupe de Braver de un cuerpe separablemente ce-
rrade se requiere el siguiente resuitado:

Teorema 3.5.2, Jean & wn cuerpo cowmtative u D wna K-dlzebra
central con diviaidn i de dimeneildn Findta. Eriste entonaes un subauer-
pe mawtmzl 1 de D tal que [ es wig extemsidn sevarehie de X, Bn pav-
troular, I €8 un cuerpe de descomposipsiin  pava D,

45

Corolario 3.5.3, Jern K un cusrro commutativo separabiemente ca-
rrade y D wio K-Gigebra central simple de dimensidn finite. Existe wn
gnterp noz | tal gug D s My(&), fsomovfisme de X-Flgebrae.

Si L es un subcuerpo maximal de J, extensiénseparable de K, exis-
te un entero 2 1 tal que U @ L s ML), isomorfismo de L-4lgebras.

Como X es separablemente cexrrado, £ =L, luego D = M, (¥).

Cotolario 3.5.4, T ¥ €6 un cuerpo conmniaviso separablemente co-
yrado, entoncgs Br(K)= 0.

Para demostrar el teorema 3,5,.2. es necesario el sigulente lema,
cuya demostracién si bien se omite aqui, puede consultarse eniaochra
citada en {11} en la bibliocgrafia.

Sagm K wn ougrpo aowmtative y Downin Kodigebra cen-
ema 3.5.5. E: 2

tyral eon divieidn y de dimensidw Miwnite z 2, Exdate ewtoMoss  wn elamen-
tox €D, x EX tal quex es sepavable sobre [,

En particular, el lema dice que el cuerpo f{x) es una extensién se=
parable de f.

Demostracidn del teorema 3.5, 2. El teorema resulta ser trivial
9i D es un #lgebra conmutativa, pues en este caso I = X, Supbngase
entonces que dim (P} = 2, Por el lema 3,5.5., existen cuerpos intera
mediarios entre X v2 que son separables sobreX. Sea, pues, L unsub-
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cuerpo conmutativo de D que contiene a 4 y maxirmal con tal propiedad;
L es un subcuerpo maximal de D ¥y para estc basta mostrarque Coll)= 1
{cf, el lema 3.2, 1.), 81 se muestra que Jp(l} esuna L-4lgebra central
{de centrol) con divisién y si se supone que L % (yil), el iema 3.5.5.
dice que existe un elemento x € Ul ), x £ L, ¥ separable sobre L. Pe-
ro, entonces, L{¥) es una extensién separabie de L yL(x)?L, toque es

absurdo ya que esto contradice la maximalidadde . como extensién se-
parable de X contenida enJ. Se demuestra as{ que L = Jp(L),

Resulta claro, ademas, gue si % = dimy (D), entonces D@L m Mil),

isomorfismo de L-4lgebras, o sea [ es un cuerpo de descomposicién
para D, Con el lema siguiente se concluye la demostracién del teore-
ma 3.5, 2.

Lema 3,5.6, Sean X wn cuerpo covmutativos d wna K- dlgebra cen-
tral simele de dimgwsiom finite. Pawa todo subewarps conmuiative Fde
A gue agniieng a K, al ceniralisedor OF) eo wia F-8lgebra central
simple,

Se sabe ya {cf. el corelario 2,6.8.) que 51 4° e5 el dlgebra opuesta
de 4 y si dime{4} = n, existe un isomorfismo de X-digebras 4 § 4° =~

A spa = MK}, donde £y v A son, respectivamente, las representacio-
nes regularcs a la derecha y a la izguierda (cf. 2,7,), Resuita, eaton-
ces, que F@ 175, subdlgebra de 4g formada por las muitiplicaciones
a la derecha A : A= 4, X3 con A €7, Se ve asi que € OEHd‘(A{{FR)
si, y sblo 8i, paratodo A € F, J o Fy, =/ o, o sea J(xh}= 7R (x) =
= B {flx)) =S (%)) y esto vale cualesquiera que sean A € Ty x € 4, o sea
O'End"m(m = Ende{4)., Sim = dimy (L), resulta My (F) ~ Endeid ) = cﬁ@.e(.r@

P 1= CWiE) ;‘9 A, Como F;ﬁ 4% es una F-4lgebra central simple, subila
gebra de J,(F) ® 4, por el teorema 2.7.3. se obtiene O,(F) ® 47 = G
® A°) ;ecﬁh(,)"@‘our @ ATYS (FQ A7) 8 (T, HF) @ Caed®)). Cbsérvese, de
paso, que s¢ aplica aqui también la proposicidn 2. 6. 1. Finalmente, co=
mo Cio(d°) = L(#°) = Xy Loy (e )fF) = ClF), resulta MlF) = (F© 4°) @ OuiF),

y por el lema 2.7.4., la F-dlgebra UsF) es central simple,
3,6, GRUPO DE BRAUER DE UN CUERPO FINITC

Para el célculo del grupo de Brauer de un cuerpo finito es necesa=
rio el siguiente teorema:

Teorema 3.6. 1 (Teorema de Wedderburn), Toda Zigebra com divi-
si8n findrta es cownutatd{va,

En efecto, sean 4 un dlgebra con divisién finita de centro -y L un
gubcuerpo conmutativo maximal de 4; ests claro gue L contienea &£ co-
meo subcuerpo (cf. 3. 2. ). Se sabe que todos los subcuerpos maximales
de 4 tienes la misma dimensifn (cf. el corclario 3,2.3.)ysea 7 taldi-
mensién, luego ios subcuerpos maximales de 4 sontodos isomorfos co-
mo cuerpos de descompesicibn del polinomio A - X, donde ¢ = card®).
Por el teorema de Skolem-Noether {cf. elteorema 3,3, i}, los subcuer-



pos maximales de 4 son todos conjugados con i, osea sil'esotro sub-
cuerpo conmutauvo maximal de 4, existe un elemento @ ¥ Ode 4 tal que
Lt =ale™ Sin embargo, todo elemem:o de 4 pertenece sfermnpre a algln

subcuerpe maximal de £, luego 4 = Eli“\ ale™, Seanl® elgrupomultipli-
cativo de los elementos no nulos de L y 4¥ el grupo mulitiplicativo de los
elementos no nulos de 4. Entonces 4= ) al®e™yL¥= 4% NL, Pero,

LN 0
un grupo finito no puede ser la reunién de los conjugados de un subgru-
po propio (cf. ellema 3, 6.2, ), luego 4=.L = 4, El lema que sigue con-
cluye la demostracién del teorema de Wedderburn:
Lema 3, 6, 2, Searn G i grups Mo
Entenves G no puede esoribiree oo

w B wn subarups propdo de .

W Lo rewntin de log aunfuzades da H.

Sikh=cardif}yh=(F:5) es el fndice de & en 7, entonces
= card({¥). Por otra parte, cada conjugade de 7 se escribe de la forma
G,ffa;]'(t= L,...,7 vy cada conjugado tiene como cardinal a A. Luego

n
card{ Ula,_i_r'a:l) = h - 1)nt 1, pues el elementoneutro de  estd conteni-
‘5

do en todos los conjugados, Como h 2 2, necesariamente (h- 1jp+t 1l <
< Ahn, y esto muestraque existen clementos de & que no estinen UGJLFG“ .
i=s1
Podemos ahora enunciar ia siguiente consecuencia del teorema de
Wedderburn (ef. el teorema 3.6. 1. 1

Corolario 3.6,3. 5 A ea un rusrvyo Finite, entonces Brif)= 0.
- w ¥

Como caso particular de este corolarioresulta que para todo niime-
ro primo P & 2, se tiene Br(Z/(F)}= 0.

3.7. GRUPCQ DE BRAUER DE LOS NUMEROS REALES Y CARACTE-
RIZACIONES DEL CUERPQ DE LOS CUATERNIOS

Se sabe {cf, el teorema 2.3.1.) que, salve isomorfismos, las fini-
cas #dlgebras con divisidén, de dimensidn finita v ascciativas son R, { y
ti, o sea los reales, los complejosyloscuaternios, Ademas, de estas
tres Alpebras, las Gnicas que son centralesson R y H, Luego, el grupo
de Brauer Br(R) sélo tiene un elemento distinto del elemento neutro, a
saber la clase de H. Esto demuestra el siguiente teoremas:

Teorema 3.Ts 1o & grupo de Brower del  cuerpe R da log  wimewsa
veales es un grugo de orden 2 o, prectazndo aunmis, BriR) = 2{(2), 1sco-
migrfiams da grupes abelimsncs.

Pero, cabria }:reguntarse aqui lo gue ocurre con uncuerpa crdena-
do maximal [cf. §2) quc, hasta cierto punto, es una generalizacidn
natural del cuerpo de ios nllmeros reales. Para esto, ¢conviene exami-
nar ante todo algunos de los resultados que caracterizan ¢l cuerpo de
los cuaternios,

Proposicién 3.7.2, 5¢ £ g3 un cuerpo somw
toda K-Glgebra avm divieldn T nuo h

a K oy

4
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Como dimy, 0)(P) es un cuadrado {cf. el corolaric 2. 6. 9. |y dim (D} =
=4, necesarlamente Sy =¥X. Sil es un subcuerpo conmutativo maxi=
mal de D, entonces dimy (L} = 2 {ci. el corolario3.3.5.} y, por lo tanto,
L es una extensién cuadritica de £ de laforma Kix)con x° € X, puesto
que & es de caracterfstica ¥ 2. Por el teorema de Skolem-Nocther {(cf.
el teorema 3.3, L. ), el Kaautomorfismo Kix)= X(x}), definido por A + py =
= ho-ux (b, EH), es la restriccifn a &{x)de un automorfisme interior
8:2~D, 2+ pzy * de D. Por consiguiente, ¥ £ L =X, pues la res-
triccidén de 8 a L no es el automorfismo identidad, pero como 8 ves-
tringido a kL es 12 identidad, cntonces ¥ € C bil)= L. Porotraparte, y €
€ X, pues si el %JV se tendria L = f’{y 1y ® restrmg:.doa Lseria la iden-
tidad, lo que no es posible, Se escribe %= e, *= b, donde e, BELy
como YXY* = 8(x} = -%, entonces X} = L% Se tiene as{ la siguiente ta-
bla de multiplicacibn:

1 ¥ vl %y

i 1 X 1 XY
X X% a | Xy ay
v | yl-xy| 2|-bx
xy eyl -ay | bx|-ab

Finalmente, se va a demostrar que {1, %, v, #) es una base de Dsa.
bre & 8i asf no fuera, existir{an elementos &, v ¥ en £, no todos nu-
los, tales que ¥y = a + Bx +Y}, y portanto (¥ - Y} = a T 2x € f’(x) Mul-
tiplicando tal relacibnpor ¥ * Y 2 la izquierds, se obtiene (& -~ ¥ y € Kix}
¥ 81 fuera 3 - Y # 0, se tendria ¥ € X(¥), lo que es absurdo. Luego @ =

= %", pero esta relacifn también conduce ficilmente a un absurdo, 3Se
ha demostrade que {1, %, y, x/} es una hase de D schre &,

1 &igebra l es el cuerpo de cuaternios sobre ¥ correspondiente al
par (a,5).

Corolario 3.7.3, Sem X wt suerro sommutasivo de -wrmtem’&ﬁ'"a%z
Do K-27 ‘gabva central con divieldn, no ocowmulbald it
idn finita gobre K| 57, parg todo x €0, K(x) ae de dimengidn < eobre
X, eutonces D as un cugrpo de cuaterniss ssbre K,

En efecto, se sabe ya (¢f. eltecrema3.5. 2. Jque existe un subcuera-
po conmutative maximal L de 7 tal que L es una extensidn separable de
£, Pero, entonces, L es una extensién monbdgena de a’f(cf R §ll, n° 4,
proposicidn 4} v, por lo tanto, dinw(l) = 2, luegodimyiP) = (dim*{.l.))zs 4
{cf. el corolario 3.2.%.}. Necesariamente, dime(P) =1 o dimx{Z) = 4
En el primer caso, se tendria £ =&, lo que es absurdo, pues D no es
conmutativo. Luego, dim, (@) = 4 v la proposicidn 3,7.2. indica queJ
es un cuerpo de cuaternios sobre E,

Nbtese gue si ¥ es un cuerpo ordenado, el dlgebra de cuaternios BO—
brc K correspond:ente al par (=1, =1) es un cuerpo, pues la relacién o +
+8%+y*+ 6= 0, con q, B, Yyéen K, implica @« = §=v =§=0 (c¢f. la
proposicién 2.4, 2.). Reciprocamente, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 3,7,4. (Teorema de Frobenius), Sean d un augrpo  orde-
nado  maximal, I una K_Glgebra wo commitativa com divisidn, de dimen-



sidn Pintta sobve K y ouyo centre cowtiene a K. Eutonnes I es isomorfa,
camy K-algebra, al digebra de cuaternios sobre K corvespondiente al par
(-1, - 1)

Coma ¥ es un cuerpo ordenado maximal, toda extensidn algebraica
L de X (L cuerpo conmutativo) verifica dimy(L})= 1 o dimg{l) = 2 {cf. (a}’
§ 2, n° 6, proposicién 9}. ILuegeo, en virtud del corolaric 3.7.3., D es
un Zlgebra de cuaternios sobre su centro £ (D). Por la proposicién
2.4.1., el cuerpo Z(2) no puede ser algebraicamente cerrado, tuego
2Py = K, Pero, todo elemento de £ es de la forma x° o -x° con x € &
et ', § 2, n* 5, proposicién 6), luegoel dlgebrade cuaternics I sobre
¥ correspondiente al par (2, ) es un cuerpo si, sélo si, & = -A? y b=
= p® {cf, la groposicién 2.4.2.), ya gue en este caso, la relacibn a® +
M () + 8% =0cona, B,y yb en X implica®=B =y =6 = 0, por
el hecho de ser X up cuerpo ordenado, Estoimplicaque D, como K-dl.
gebra, es isomorfa al dlgebra de cuaternios sobre K correspondiente al
par (-1, - 15

Corolario 3.7.5, Z¥ grupo de Brawer de wn ouerrs ovdewmadc murima]
28 un grupa ololies de  orden 2,

3.8, ALGUNAS INFORMACIONES COMPLEMENTARIAS

Los ejemplos dados muestran cuan dificil es calcular el grupo de
Brauver de un cuerpo. Ante todo, se requiere conocer ia estructura de
las £lgebras centrales simples sobre tal cuerpo, problema que ne
siempre se puede resclver. FPero igual, si se conoclera la trespuesta
a este Gltimo problema, bien puede ocurrir gue el grupo de Brauer
se preste a ser descrito de manera sencilla.

Asi, por ejemplo, 5i f es un cuerpo de nfimeros algebraicosy X, es

su completacibn P-4dica, existe upa sucesidn exacta de grupos abelia-
1nos 0 = BriX) ~ 9 Brif;) = Q/Z = 0 {of, (®)),

Sea ¥ un cuerpe conmutative completo para una valorizacién discre-
ta, cuyo cuerpo residual es finito, Unejemplo detal cuerpoes el cuera
po @y de niimeros P-4dicos. Entonces Br(¥} ~ Q/Z, isomorfismo de
grupos abelianos {ef, “‘l), § 10,8,

Se dice que un cuerpo conmutative A tiene la propiedad &4 si todo po-
Hnomio homogéneo f € & [4,...,4] degrado & <n tiene un ceronotri-
vial en &, o sea existe unelemento{2;,...,3,) € ", donde los ¢y son no
todos nulos, tal que fi{21,...,2,) = 0. Por ejemple, todo cuerpo alge-
braicamente cerrado tiene la propiedad &1, pero hay otros ejemplos de
tales cuerpos. As{, toda extensibn finita de un cuerpo conla propiedad &
tiene alin ia propiedad &1, Teodo cuerpe finitotiene la propiedad Zi. Todo
cuerpo completo para una valorizacién discreta, cuyocuerpo residual es
algebraicarnente cerrado, tiene la propiedad 0 (Teorema de Lang). Sea
fun cuerpe algebraicamente cerrado y sea L una extensién (decuerpos
conmutativos)de &, cuyo grado de transcendencia sobre £ es 1. Entonces
L tiene la propiedad C} (Teorema de Tsen). Si Aes un cuerpo con la pro-
piedad (1, se puede mostrar, mediante la norma reducida, que Br(£}= 0
(ct. %, % 10.8),

Se podria decir mucho mis sobre el grupe de Brauer vy, muy parti=-
cularmente, sobreel grupo de Braver de un anillo, Peroc, en este caso,
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la teoria de dlgebras centrales simples (sobre un cuerpo conmutativo )
debe ser reemplazada por la teoria de dlgebras centrates separables (so-
bre un anille £, conmutative con elemento unidad)o &igebras de Azuma-
ya. Para una lectura mas a fondo serecomienda la obra citada en “‘1)
§ 10, 10., o la citada en'®

3. 9. EJERCICIOS ¥ COMPLEMENTOS

Se dardn aqui ne s8lo cjercicios, sino también resultados que com-
plementan la teoria.

3.9, 1, Sea D una R-8lgebra con divisién de dimensién finita que
contiene a R como subcverpo. Muestre que, o bien I es centraly en
este caso dimg(l) = fiE, donde 7 esun entero conveniénte, o bien el cen-
tro Zxi{l) es distinte de R, luego ZrtPles una extensibn finita de R ¥, por
lo tanto, Zp@)= €, cuerpo de los complejos. De este modo, ¥ es una
C-dlgebra central con divisidn de dimensifn finita y demuestre que ne-
cesariamente J = €, Aplique el Teorema de Frobenius y muestre gue
n= 2, luego & es el cuerpo de los cuaternios sohre R relativo al par
(-1, -1},

3, 9.2, Sean €} el cuerpo de losnimeros racionales v 4 una Q-Alge-
bra asociativa no conmutativae con elemento unidad generada por X e L.
8i %= -xt 2x t 1, xp=pxt - 21e B = Y, doende Y es un entero par no
divisible por 8, pruebe gue dime{4} = 9y que 4 es una Q-Algebra con
divisidn (c{.u‘g , cap. V, § 438),

3.9.3. Sean & un cuerpo conmutative, L una extensién (de cuerpas
conmutativos) finita de X y 4 una £-4lgebracentral simple. Si dimy(l) =
=rysidyd@L sonde indices m y 1, respectivamente, entonces n|m|
{nr.

3.9,4, Sean £ un cuerpo conmutative y 4 una X£-4ilgebra central
simple, Muestre que si el grado de £ es igual al indice de 4, entonces
4 es una X-digebra con divisién.

3. 9.5, Muestre que el producto tensorial de dos flgebras con di-
visifn no es necesariamente un dlgebra con divisidn, D& un ejemplo,

3. % 6. Sean ¥ un cuerpo conmutativo v 4 vy 5 dos X-&igebras cen-
trales con divisién., Muestre que si los gradosde 4 y 5 son primos en=
tre si, eatonces 4 § F es una A-dlgebra central con divisién,

3.9.7. Muestre que s5i £ es un cuerpo conmutatwo y 8i 7 es una f-
algebra central con divisidén de grado ® = h A p, , entonces [ s;-s_f1®
... ’3-9-, isomorfismo de f-Zigebras, donde Z; es una £-4igebra cen-
tral con divisién de grado p?’(b =1,...,7) v donde las P, son los facto-
res primes distintos de m,

3.9,8, Sean & un cuerpoconmutativoyd una A-glgebra central sim-
ple. Se dice que el dlgebra 4 es primeric 8i 4 # & y si 4 no contlene &-
subdlgebras centrales simples propias. Muestre, a partir del teorema
2.7.3., que toda £-4lgebra central simple de dimensidén finita es un
producto tensorial finito de Slgebras primarias.



3.9,9. Productos cruzados, Sean A uncuerpoconmutativo y 4 una
K-&lgebra central simple. Se dice que & es un prodfucto cruzade si 4
contiene a un subcuerpo conmutative maximall talque J/X sea una ex-
tensién de Galois. Sea 7 el grupo de Galois de L sobre X, Se sabe que
i din (L} = n, entonces dimg{d}= n® vy el orden de & es n. Muestre que
para todo ¢ €0, existe un elemento inversible %z € £ talgue O(y)= xg v
para todo ¢ €L, Muestregue elconjunte [xg}cec es una base de A sobre
L; para esto baste mostrar que los Xg sonl-iinealmente independientes,
pues ei}orden de ¢ es m = dim, ({4}, Cualesquiera gue sean 0,7 € G,
ERTYNTXe = Koty Xat, O sea Xotdoiry = ¥ Xar %oxr, para tedo y €L, iuego
sdnadr € L) =L, 5ise denota A0, T)= dgfXoxry FIT, T) = Jerh (0, T)ear,
pruebe que f(o,7) €L, f(0,T) # O cualesquiera que sean@,7 S¥, Ade-
més, cualesquiera que sean g, T,V €4, muestre que f{o,T} f{oT, v} =
= o(f(T,viif{o, ™V Asi, la estructura del dlgebra 4 queda completa-
mente definida por L, A y el conjunto de Fuetoreslflo, T)}(U, mEms 4e L
socbre X. En efecto, dos elementos de la base Xy y X7 se multiplican me=
diante ta férmula xgxr = Flo, Tlxer,

Reciprocamente, muestre que dados un cuerpo conmutativo X y una
extensidn de Calois L de & de grupo de Galois # y si f: X8 - L¥ es un
conjunto de factorcs de L sobre ¥, o sea f es una aplicacién de conjun-
tos que verifica fo,T}f(oT, V) = o[f(T, MY Fie, TV), cualesquiera que sean
g,T,v €G, existe una X-4lgebra. que contienea L ¢omo subcuerpocon=
mutative maximal, Muestre que 4 esuna £-3lgebra simple con elemens-
to unidad. Determine el centro de 4

3,9, 10, Sean X un cuerpe conmutative y 4 una K-4lgebra central

ol

simple, Muestre que si 5, es una A-subdlgebra simple de 4, entonces
existe una K-subdigebra simple Bade 4 tal que 4~ 3, 8 B, isomorfis-
mo de f-flgebras, B = Cu(Ba) y B2 = CutsL),

3,9 11. Algebras ciclicas. Sean X un cuerpo conmutativo y f ¥
€ ¥[X] un polinomio de grado n, f irreductible. Se dice que f es un po-
Ifnomic ~felics sobre ¥ si existenwuna extensifn (de cuerpes conmutati-
vos) L de X, un polinomio & € X[X] y una rafz ¥ €L de f tales que todas
tas rafces de f en L se escriben 2, 8{x), ¥5%), .., 8 ) v ) = o,
donde F(x}= 9{9“_1(:4)) {(# = 1,2,...3%. Asf, en el anillo LLX], el poli-
nomio § se escribe f= (X = XX - Blz)) ... (X - € Yw)), Si, como poli-
nomio de £[A], F se escribe f = 4" + @+, + e +a,, donde los
@, estdn en &, escriba las relaciones entre los coeficientes @4 v las rai-
ces 8'(¥) del polinomio f, PFor ejemplo, el polinomio f = £+ 1 € R[4
es ciclico sobre R v escriba el polinomic % correspondiente. Dé otros
ejemplos de polinomios ciclices.

Sean ahora f & ¥[4] un polinomio ciclico sobre £ de grado i y vea-
mos codmo se puede asaciar a f una £-dlgebra, que se denominaré Zlge-
EBra afniica {noeidn que se debe a L, E, Dickson' **'; consiiltese también
{1) para un estudio exhaustivo del problema). En efecto, sea X . cun
polinomio irreductible de %5{X] ysea I una rafz de este polinomio en una
extensién conveniente de f, que puede suponerse seal, Los elementos
yxl0 s %, Jen - 1) son £-linealmente independientes y sea 4 el K_esa-
pacio vectorial de base {y‘x"}og,,,gﬂ.

La tabla de multiplicacién de A relativamente a la base dada es
(Pt = (e ) xt, para 051, 4, 4, 1§71 - L. Muestre que se
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obtiene asi sobre 4 una estructura de £-ilgebra asociativa con elemento
unidad, D& un ejemplo de lgebra ciclica con divisién, Muestre gue
las dlgebras ciclicas son un caso particular de producto cruzadoc.

Los trabajos de Albert vy otros, alrededor de 1930, llevaron a la
conclusién de gue toda Q-4lgebra central con divisién es un producto
cruzado. Sin embargo, en 1972, Amitsur’® dic ejemplos de flgebras
centrales con divisién que no son productos cruzados.

3.9.12, Algebras separables. La extensién de la teoria de alge-
bras centrales simples al caso de dlgebras sobre un anillo dio origen
a la nocidén de dlgebra central separable, Asi, si ¥ esun aniile conmu-
tativo (y asociativo) con elemento unidad y 4 esuna f-4lgebra asociati-
va con elemento unidad, se considera el dlgebra opuesta £ v sobre el
Komédule 4 ® 4% se define, de manera natural, una estructura de £-31.
gebra asociativa con elemente unidad, La leyde composicién (3@ E%)z=
=agb, cualesquiera que sean ¢ € 4, b* € 2°y 7 €4, define sobre 4
una estructura de 4 @ A -médulo a la izquierda y se dice que 4 es una
E_ digebva separable sid es un 4 @ 4% cmibdute ptroyectivo, necesaria-
mente de tipo finite, pucs la multiplicacién k149 Avgeed’rabes
una aplicacidn 4 @ 1° -lineal sobreyectiva. 8i J{i) es el nficiea de la
multiplicacién, se tiene wna sucesidnexacta de 4 ¥ A -mbdulos a la iz-
quierda

07Ty -8 A a0,

Se dice que 4 es un Zlgebra de Amwraya si 4 es un Algebra central

separable y som las algebras de Azumaya las que reemplazan Jas Alge-

bras c‘fnt}rales simples en la construccidén del grupo de Brauer de un
=)

anille.

{i) Muestre que si F es un £-mbdule proyective de tipo finito v ficl,
entonces la £-dlgebra 4 = End,[F) de los K-endomorfismos {linea~-
les) de F es un dlgebra de Azumarvya.

(ii) En particular, para todo enteron 2 }, la £-4lgebra ¥,(f)de las ma-
trices cuadradas A% con coeficientes en ¥ es un flgebra de Azu-
maya.

(iii} Sea (€1ahxi, 42a 1a base canbnica del dlgebra de matrices 4 = M) v
k-3

considérese el elemento € = zéu ® e delélgebra A @ &, Muestre
im

que 514 : 4 EG £~ 4des la multiplicaciénde 4 ¥ 8i J{£) = Ker(d), en-

tonces €° = e, el =1y J{d)e= 0,

Esta 4itima propiedad sugiere unadefinicién equivalente de Zlgebra
separable, a saber: Se dice que una #-4lgebra 4 es un Figebra separa-
Ele gi existe un elemento € € AS 4°, necesariamente idempotente, tal
gue e} =1y J{4le = 0, donde J(4) = Ker{u),

Seestudiard ahoracudles la idea de construcciéndel grupo de Brauer
de un anillo. Sean & un anillo conmutativo con elemento unidad y A y 5
dos dlgebras de Azumavya sobre &, Se dice que 4 y Bson semejantes g



existen dos X-médules fielmente proyectives Py ¢ tales que 4 ® Endy(F)m
%EQEndK(Q}, isomorfismo de £- SGigebras. Es ficil ver que se define
asf ‘una relacién de equivalencia entre 4lgebras de Azumayay sea Br(f)
el conjunto de las clases de equivalencia de 4lgebras de Azumaya
semejantes, Como el producto ftensorial de flgebras de Azumavya es
un slgebra de Azumaya, ese mismo producto tensorial define sobre
BriX} una estructura de grupo abeliano liamada de gruro de Eraner del
anillo £. Para un estudic méis completo, v€ase la obra citada ent®
Sin embargo, se puede adelantar, para beneficio del lector interesado
en la teoria, que Br(Z)= 0, ¢ sea el grupo de Brauer del anille de en-
teros es trivial,

3. 9,13, Sobre el grado y el indice. Se ha visto va que el grado
g+ Brig) =~ N v el Indice € 1 BriX} = N* zon aplicaciones definidas en el
grupo de Brauer del cuerpe X con valores en el monoide multiplicativo
N* de los entercs = 1 (cf. 3.1.). Muestre que tales aplicaciones son
morfismos para las estructuras de monoides de Frif) y de N¥, o sea
cualesquiera que sean 4 vy B, 4dlgebras centrales simpies sobre X,
g(LAl + (8]) = ailadl) ¢lBD e (141 + 12D = t(lal) 4(15]). Con las
notaciones de 3, 1,, tales férmulas se escriben g(4 K@ By = gld) g(B) e
LAP 5y = Lid) 1), cualesquiera que sean 4 y F dos K-slgebras cen-
trales simples.
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fNDICE DE NOTACIONES

monoide aditive de los nGmeros enteros = 0,
monoide multiplicativo de los nfyneros entereos = 1.
anille de nfimeros enteros,

cuerpo de nmercs raclonales.

cuerpc de nAmercs reales,

cuerpo de nGmeros complejos.

dlgebra de nGmeros complejos torcides'.

Algebra de Caylay.

4lgebra de cuaternios {sobre R correspondiente al par
(-1, =13,
4]

Slgebra de cuaternios sobre el cuerpo o anillo ¥ co-
rrespondiente al par {a, ).

anillo de enteros mébdulo p, p nlmero entero = 0.

cuerpo finito de caracter{stica p > 0 y con p elemen-
tos,

suma directa,

producto directo,

morfismao,

efecto de morfismo sobre elementos,
isomorio,

isomorfismo.

4lgebra de matrices cuadradas nxn con coeficientes
en el anillc conmutativo .

4lgebra del grupo ¢ con coeficientes en el anillo con-
mwtative x.

radical del ¥-m&dulo #.



FHED
End, %)

Aut, ()

Annly)

{0 &

v

NP R Uk

nilradical del anillo 4.
grupo aditivo de ¥-endomorfismos del F-mébdulo ¥.

grupo multiplicativo de j-endomorfismos del g -mébdu-
lo #.

Anulador del elemento x de un f-médulo ¥.

anillo de polinomios en las variables f,...,X4, con
coeficientes en f,

anillo de series formales en las variables %,..., X,
con coeficientes en g

Hom{#, )r} i p-mbdulo de las aplicaciones F-lineales de ¥ en ¥.
K@ : producto tensorial sobre el anillo &,
G XK producto de les grupos 7 por H.
dim, (M) : dimensidn del g-espacio vectorial M.
2l : centro de iz y-4lgebra 4.
58 ¢.(2) ¢t centralizador de § en 4 donde § es un subconjunto del
flgebra £.
¥ : clausura algebraica del cuerpo .
R multiplicacifn a la derecha definida por x.

6:]=0l SIL#JJ

EAY
(x| y}
ulxpy)
Br(x)
a

X,

&

nlm

LiX

multiplicacitn a la izquierda definida por x.

eiguala 1, si { = J (§ de Kronecker},

producte exterior de y por y.

producto escalar de x por y.

producto vectorial de x por y.

grupo de Brauer del cuerpo o anillo conmutativo 7.
4lgebra opuesta del dlgebra 4,

completado p-ddico de un cuerpo denfmeros algebral-

cos, p entero prirmo > 1.

— _s8i0 £ K=Eny
xrn-ky!

coeficiente binomial, igual a

cerc s1 A7 Mo st B<Q,

el enteroc 7 divide al entero 7,

el cuerpo L es una extensién del cuerpo £,
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Algebra
alternativa, 22
artiniana, 37
asociativa, 21
de Azumaya, 52
de bicuaternios, 28
de los complejos, 22
0% (complejos torcidos), 24
de Cayley, 23
elclica, 51
central simple, 30, 32
cuaternios, 28
commutativa, 22
con divisién, 26
con elemento unidad, 22
flexible, 36
de grupo, 25
de Jordan, 38
de Lie, 35
de Malcév, 35
de polinemios, 2é
primaria, 50
semisimple, 29
simple, 29
separable, 52

Algebras
producto tensorial, 25
semejantes, 3¢

Anilio
artiniano, 11
artiniane conmutativo, 13
artiniano a la derecha, 11
artiniano a la izquierda, 11
artiniano lacal, 13
con divisidn, 14
de endomorfismos, 14
de enteros de Gauss, 37
de grupo, 7
opuesto, 18
primo, 19
de matrices, 6
semisimpie, 5
simple, 14
gin radical, 11
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Anulador, 18

Aplicacién alternada, 21
Asociadeor, 21
Automorfismo interior, 42
Cadena descendente, 1}
Cadena estacionaria, 11
Caracteristica de un cuerpo, 29
Central, 30
Centralizador, 30

Centro, 18, 30

Clausura algebraica, 32
Conjugado, 22

Conjunto de factores, 51
Conmutader, 22

Cuerpo
algebraicamente cerrado, 29, 44
némeraes algebraices, 45
2y, 49
nameros complejos, 22
de cuaternios, 23
de descomposicitn, 40
de escalares (extensibnl, 25
finito, 46
nlimeros P-4dicos, 49
ndmeros reales, 47
separablemente cerrado, 45

Elermentos inversibles, 10

Elemento nilpotente, 12

Elemento unidad, 22 5]

Extensién de Galois, 22

Familia inductiva, 3

Forma cuadritica multiplicativa, 20, 22
Grado de un 4dlgebra, 41

Grupo de Brauer, 40
anillo, 53
cuerpo algebraicamente cerrado, 44
cuerpo finito, 46
cuerpe ordenado maximal, 49
cuerpo de los reales, 47
cuerpo separablemente cerrado, 45
relativo, 40

Grupo de orden finito, 47

ldeal a la izquierda minimal, 8
Ideal nilpotente, i2

Ideal primo, 19

fdempotente, 17

Identidad de Teichmiiller, 35
fndice de un glgebra, 41
Inverso, 22

Jacobiano, 35
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de Nakayama, 10
de Schuy, 18
de Zorn, 3

Médulo
a la izquierda simple, 3
inyectivo, 5
libre, 16
proyectivo, 5
semisimple, 4
simple o irreducibie, 3
fiel, 52

Multiplicacitn, 21
Nilideal, 12
Nilradical, 18
Norma, 22
Polinomic ciclico, 51
Producte cruzado, 51

Radical
anille, 9
méduie, 2

Representacidn regular
a la izgquierda, 33
a la derecha, 33

Soporte, 6
Subcuerpos maximales, 41

Subméduic
maximal, 3
propio, 3

Sucesién cxacta escindida, 5
Sumando directo, 4

Teorema
de Amitsur {de 1972}, 52
de Artin-Wedderburn, 14
del duplo centralizador, 44
de Frobenius, 27

de Frobenius (dem, de Dickson), 27

de Lang, 49

de Maschke, 7

de Skolem-Noether, 42

de Tsen, 49

de Wedderburn, 14, 46

de Wedderburn {dem, de Rieffel),
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Traslacidn
a la izquierda, 26
a la derecha, 26
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