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Elprograma de monograffas cientfficas es una faceta de la vasta la-
bor de la Organizacién de los Estados Americanos, a cargo del Depar-
tamente de Asuntos Cientlficos de la Secretarfa General de dicha
Organizacidn, a cuyo financiamientoe contribuye en forma importante el
Programa Regional de Desarrollo Cientifico y Tecnolbgice.

Concebido por los Jefes de Estade Americanos en sy Reunifn cele-
brada en Punta del Este, Uruguay, en 1967, y cristalizado en las deli-
beraciones y mandatos de la Quinta Reunitn del Consejo Interamericana
Cultural, llevado a cabo en Maracay, Venezuela, en 1968, el Programa
Regional de Desarrollo Cientffico v Tecnolbgico es la expresitn de las
aspiraciones preconizadas por los Jefes de Estado Americancs en el
sentido de poner la ciencia y la tecnologfa al servicio de los pueblos
latinoamericanos.

Demostrando gran visién, dichos dignatarios reconocieron que la
ciencia y la tecnologfa estdn transformando la estructura econbmica y
social de muchas naciones y que, enesta hora, por ser instrumento in-
dispensable de progresc eén América latina, necesitan un impulso sin
precedentes.

El Programa Regional de Desarrollo Cientificoy Tecnolbégicoes un
complemento de los esfuerzos nacionales de los pafses latinoamerica-
nes y se orienta hacia la adopcitn de medidas que permitan ¢l fomente
de la investigacifn, la ensefianza y la difusién de la ciencia y la tecno-
logfa; la formacidn y perfeccionamientode personzlcientffico; el inter-
cambic de informaciones, y la transferencia y adaptacitn a los pafses
latinocamericanos del conocimiento ylas tecnologlas generadas en ocfras
regiones,

En el cumplimientio de estas premisas fundamentales, el programa
de monograffas representa una contribucifn directa a la enseflanza de
las ciencias en niveles educativos que abarcan importantfsimos secto-
res de la poblacifn y, al mismo tiempo, propugnz la difusién del saber
cientifico.

La coleccifin de monograflas cientificas consta de cuatro series, en
espafiol y portugués, sobre temas de fIsica, quimica, biologla y mate-
mdtica, Desde sus comienzos, estas obras se destinarcn a profesores
y alumnos de ciencias de los primeros afios de la universidad; de estos
se tiene ya testimonio de su buena acogida.

Esta introduccidnbrinda al Programa Regional de Desarrolle Cien-
tffico y Tecnolbgico de la Secretarla General de la Organizacifnde los
Estados Americanos la ocasién de agradecer al doctor Francisco M.
Piscoya, autor deesta monografia, ya quienes tengan el interés y buena
veluntad de contribuir a su divulgacién.

julio de 1981
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PROLOGO

La presente moneograffa es una introduccién a la teorfa algebraica
de formas cuadrdticas sobre cuerpos de caracterfstica distinta de Z,
En la seleccién de los temas se ha supuesto que el lector conoce los
principales temas tratados en las monograffas de la subserie de dlge-
bra de esta coleccibén, asf como tienc algunas nociones topoldgicas ex-
puestas cn la monograffa no. 9 de la misma coleccibn (serie de mate-
miétical.

Cl4sicamente se denomina forma c¢uadrética, de grado n, con coe-
ficientes cn un cuerpo 7, a todo polinomio homogéneo, §, de grado 2 so-
bre #, Asl, F se escribe 7 = V.q,“}{l;s’j t,j= L ..., n Un problema im-
portante de la teorfa de formas cuadrdticas es determinar cuando fpo-
see ceros noe triviales sobre 7, es decir, determinar si existe x =
=lx, .. ) €7 x4 Otal que flx) = Flwy, <o x) = Toggx, = 0. 3L 7
posee un cero no trivial sobre 7, sc dice que ¥ es isGtropa sobre 7, en
caso conirario que es anisdtropa sobre 7, La isotropfa de una forma 7
depende de la estructura de la forma y del cuerpo en el cual tiene sus
coeficientes (que supondremos siempre de caracter{stica distinta de 2).
AsT, por ejern;zlo, ,j"l(Xl, ,g_) = X'f = X;" es is6tropa sobre cualguier cuerpo
Fy LA, X)) =AY - 2}{2 es anis6tropa sobre §, cuerpo de los nfimeros ra-
cionales, pero isbtropa sobre /2). Se observa que la determinacién
de la isotropfa de una forma 7 es en general un problema diffcil., El
punto de vista algebraico es "simplificar' # mediante transformaciones
lineales de las '"variables' que reduzcan 7 a una forma g mis simple
sobre la cual se pueda determinar la isotropia de #. Para ello se de-
fine la equivalencia de formas cuadriticas comao sigue:

Dos formas cuadréticas 7 y g, de grado n, scbre f se dice gque son
equivalentes si existe una matriz inversible P de orden nxn sobre F, tal
que #(¥} = g(P.X) (donde ¥ denota el'"vector'' columna de filas £, ..., X ).
Esta relacién es de equivalencia y expresa que ¢ ha sido obtenida de 7
por una transformacién linealno singular de las indeterminadas X, . .., %, .
Si g tiene uncero no trivial sobre F, ¢ = (21, ..., ¢,), entonces F' ones
un ceronotrivial de 7 sobre F, pues f{F ' g} = g(P- (F*- ¢)) = gle) =0,
y por lo tanto se puede establecer que f cs isbtropa si, vy s6lo si, g es
isétropa. Ahora bien, lo importante de la relacifn de equivalencia de-
finida es que para una forma f se puede encontrar una forma g ""diago-
nal’, esto es, de la forma gliy, ..., X,) 50:.)[? + ... + 0 X5 tal que f es
cquivalente a g. Se observa que g es més fdcil de "manejar' que fF.

Ligado al problema de la determinacién de la isotropla de una for-
ma cuadrética f estd el problema de determinar cuindo f representa
un elemento dado 4 de 7, es decir, dado 4, determinar si existe x=
= {6, e0es X0 EFY x#£ 0, tal que flx) = d. 51 d = 0 es determinar la
isotropfadef, sid# 0, laforma cuadrdtica de grado »n + 1, f(Xv N e
- q?Xfﬂ es is6tropa. Ademds, si g equivale a f, f representaa d €F



implica que y también representa a d. O sea, represeatar un ele-
mento sohre 7 {en particular la isotropla) es una propiedad de la cla-
se de equivalencia de f, Es é&ste el enfoque de la teorfa algebraica de
formas cuadréticas: estudiar las propledades de las clases de equiva-
lencia de formas cuadréticas y por ello su problema central es clasi-
ficar las formas cuadrdticas sobre un cuerpo dado, es decir determi-
nar las condiciones necesarias y suficientes para decidir cudndo dos
formas cuadrdticas son equivalentes o no.

La riqueza de la estructura aritmética de los cuerpos considerados
determina un amplio campo de investigacibn sobre el comportamiento
de las clases de equivalencia de formas cuadréticas sobre ellos, En la
actualidad, dicha investigac'6n est{ orientada sobre todo al estudio de
las clases de equivalencia sobre cuerpos ordenados y sobre extensiones
trascendentes de un cuerpo dado. La teorfa algebraica de fermas cua-
dréticas tiene una larga y rica trayectoria histbrica, ligada estrecha-
mente a la teorfa de los ndmeros, y a este respecto cabe seflalar los
trabajos de Pierre Fermat como los pioneros de la teorfa moderna de
formas cuadrédticas (1601- 1665), En los dltimos afios su desarrollo ha
sido vigoroso debido principalmente a los trabajos del matemdtico ale-
mén A, Pfister, quien recogié las ideas fundamentales de una célebre
memoria de Witt (E. Witt: Theorie der gquadratischen Formen in belie-
bigen Kdrpern, J, feine dngew. Mavh., 176, 31-34, 1937). Witt demos-
tré dos teoremas capitales, el leorema de cancelacidn (Tear., 1.3, 2} y
el teorema de descomposicibn {Corol, 1. 3. 3) que permitieron introdu-

i nocién de anillo de Witt de formas cuadrdticas scbre un cuerpo
abtener asT una nueva caracterizacifnde la equivalencia de formas cua-
drdticas, tal cual es ''f = g en el anillo de Witt y dim(F) = dimf{pg) 51, y
s6lo si, 7 es equivalente a g'". A mediados de la década del 60,
Pfister introdujo la teorfa de formas multiplicativas, conocidas hoy co-
mo formas de Pfister, en el estudio del anillo de Witt, y en colabora-
cifn con Arascn demestrd uno de los resultados més importantes de la
teorfa conocido como el "hauptsatz” de Arason-Ffister (1971} (Teor.
4.2.2). La aplicacib6ndela teorfa dedlgebras conmutativas posibilitada
por la estructura de anillo permitié progresos considerables en el es-
tudic de los cuerpos formalmente reales, teorfa gue tuvo su origen en
los trabajos de Artin y Schreier {Algebraische Konstruktion reeller
Korper, Abh., Math., Sem., Univ. Hamburg, 5,6 85-89, 1926) vinculados
al famoso problema 17 de Hilbert. FEn los dltimos afios, Cassels,
Pfister, Knebush y Arason han desarrollade fuertermente la teorfa de
formas cuadrdticas sobre extensiones trascendentes, siendo de especial
significacién los trabajos de Knebush sobre cuerpos genéricos de ceros
de una forma cuadrética (véase la cita 8 de la bibliograffa).

Teniendo presente los diversos aspectos deldesarrolle histérico de
la teorfa de formas cuadrdticas, la presente exposicién parte del con-
cepto cldsico deforma cuadrdtica v a lo largo de los diferentes capttu-
los trata de la construccibndelanillo de Witt, del estudio de las formas
cuadriticas sobre cuerpos reales, cuerpos p-4dicos, extensiones alge-
braicas, extensiones trascendentes vy, finalmente, en forma breve del
cuerpo de funciones de una forma cuadrédtica.

Al final de cada capltulo se dan ejercicios, algunos de aplicacién
inmediata a los temas expuestos, otros complementarios de aspectos




importantes de la teorfa gue no se han podido desarrollar debido a las
limitaciones de esta monograffa, Para ampliar el panorama y profun-
dizar algunos de los temas aqul tratados se recomienda al lector
consultar las obras citadas en (9), {(10) y {14) de la bibliografia,



1

FORMAS CUADRATICAS Y ESPACIOS CUADRATICOS

1.1, GENERALIDADES SOBRE FORMAS CUADRATICAS Y ESPACIOS
CUADRATICOS

Definicién 1, Por forma cuadritica de grado n sobre un cuerpo ¥
se entiende un polinomic homogénec de grado 2 en n indeterminadas,

Si f es una forma cuadrdtica de gradoc n sohre 7, nos referircmos
también a f como una F-forma de grado 7, o como una F-forma de di-
mensién n. Asi, si f es F-forma de dimensifn n, se escribe:

flly, ..., ) = z 2,44, [1]
1<, J=n
donde los @y € 7. Escribiendo 2y, = 1/2(2yy + &) se tiene:
PG, oK) = ) T r21
1<ir Jgn

donde P;; = Bi. Esta representacifn es la usual si se trata de una

F-forma de gradon, y resulta claro gue se puede asociara funamatriz
simétrica con sus coeficientes en 7, la que se denotard por m: m, = (Dyy).
Reclprocamente, si (by;) es una nXn matriz simétrica con coeficientes
en F, entonces (by;) define, mediante la férmula (2}, una F-forma de
grado 7,

Consideremos el vector celumna

en notacién matricial la expresién 21 para [ serd:

FIX) = XmX (3]

donde ¥* es el transpuesto del vector columna J.

Definicibn 2, Sean f y g F-formas de grado n. Se dice que '/ es e-
quivalente a g, y se escribe f =g, si existe una matriz inversible 4
de tipo nxn, con coeficientes en F, talque g(dX) = F(X), estoes, Jse ob-
tiene de g por una transformacién lineal no singular de las indetermi-
nadas X, ... X

Es fdcil ver que la relacién definida es de equivalencia, Ademds
de [3] se obtiene que si f = g:



g(AX) = (AN mAX) = X'A'mAX = INAmA)X = f(X);
luego f = ¢ si, v s6lo si, m, = A'md.
Ejernplo 1.
a) Considérese g{f1,42) = Lz, luego:

N . 3 le Xl
gify, dz) = /254 + 1/2055 = (4, da) K )( )
1/ 2 07 Mg

1l 1
Si ftdy,4e) = A - X5 v 4 = (l 1)' se observa que:

gun =,z (3 1) (5,2 Q) - wem,

esto es, f=g.

AP XS - 20K - 2X0s + 1000, y
i - X5+ 8Xaks,

b) Sca f{X)
g)

1

el calculo directo muestra que f = g a partir de la matriz

1-1-1
4 =10 1 0l, v seobservaque m, = |0 -14j.
o 0 1 0 40

Definicién 3. Sea V' un espacic vectorial de dimensién finita sobre
F; una forma bilineal simétrica sobre ¥V es una aplicacién 5:VXV - F,
lineal en ambos argumentos y que verifica B, ¥) = By,x), T x,y €7V.

De la bilinealidad y simetria se deduce ficilmente la siguiente re-
lacibn:

Bl ty, x+y) = Fgx) t By,p) + 25 0x,y).
5i la caracteristica de F es distinta de 2, se obtiene:

Ble,y) = 128 +ty, x+y)-3w,x) - By, uh
Y,y €V, Esta igualdad se conoce como la identidud polar y establece
gue una forma bilineal simétrica esti determinada totalmente cuando se
conoce la forma bilineal sobre la "'diagonal™ de VXV,

Si 5 es una forma bilineal simétrica sobre un espacic vectorial ¥,
se define ¢p:l/ = F por ¢plx) = B(x,x). Seobtiene de inmediato que g5 ve-
rifica las sigulentes propiedades:
al gslox) = a3gelx), Yo €7, x €.

b) 2B(x,¥) = gglx +1) - ge{x) - gal¥), Y,y €V,

Luego la aplicacibén (%,¥) — qe(x T ¥) - qe(*} - gg(¥/) es una aplicacidn bi-
lineal de VXV en 7.



Definicién 4, Seanr V un espacio vectorialde dimensidén finita sobre
Fyg: - Funa aplicacién que verifica:

1) glex) =a%x), Yo €F, x €.

2) {(x,y)~g(x t¥)-g(x¥}-q¥) es una aplicacién bilineal de VXV en F,
Entonces se denomina a g una aplicacidn cuadrética sobre V.

Previamente a la definicién se observd que toda aplicacién bilineal
simétrica B:VAV — F define una aplicacién cuadratica g tal que gglx) =
= B{x,x). Reciprocamcnte, si se supone que la caracteristica de F nao
es Z, entonces toda aplicacidon cuadrdtica g:¥ — 7 define una forma bili-
neal simétrica BiVxV — #por B(x,y) = 1/2 @(x + ¥} - g{X) - ¢(¥)). Esin-
mediato verificar que & es bilineal simétrica. Ademdis se tiene que
B(x,x) = g(x), pues de la definicitn de 5 resulta que B(¥,x) = 1/ 2(g(2x) -
- 2gixy) = L2 (4gld - 2g(x)) = g(x).

De lo expuesto se deduce que, para un cuerpo f de caracteristica
distinta de 2, toda forma bilinealsimétrica 7 sobre un espacio vectorial
I {(de dimensidn finita) sobre F, define en forma Gnica una aplicacidn
cuadritica g:V = F y, reciprocamente, toda aplicaciéncuadratica define
una forma bilineal simétrica de manera Onica. FEn esta monografla se
supone que F tiene caracteristica distinta de 2, salvoaclaracibnexpre-
sa de lo contrario, por lo tanto las aplicaciones cuadraticas se identi-
ficardn con las formas bilineales simétricas respectivas.

Definicién 5. Se define un espacio cuadratico comoun espacio vec-
torial V de dimension finita sobre F, cuerpo de caracter{stica distinta
de 2, provisto de una aplicacibén cuadratica g:V - F.

Se denota el espacio cuadritice F provistu de la aplicacibén cuadra-
tica g por (V,g) o también por {V,5), donde 5 es la [orma bilineal co-
rrespondiente a g.

Nota, Supongamos que (I, F) es un F-espacio cuadrético, Di,..., Uy

unza base de V. La matriz de Brelativa a la base considerada es (bs,) de
n

-
orden 7, donde By, = H(v,, v €7 Six €V, x = ZJJC,,D,,, x; € F, entonces:
=

S o
g{x) = Bix,x) = B(S‘xavi. Zx,v.J =) Day¥ay.
(=1

=l Lad

Por otra parte, se sabe que la matriz (£1,;) define una forma cua-

dritica f{f1,....4}= E‘b“/f;.’f;. En consecuencia, especializandolas
1,3

indeterminadas 43 por ¥ € F se obtiene que F(&n,...,%) =¢(x), estoes,

fijada la base de V, la aplicacidén ceadrética ¢ es la especializacion de

una forma cuadritica f en las coordenadas de todo x € . Por esta re-

lacién es frecuente también definir una forma cuadritica como una apli-

cacibn cuadratica,.

Ejemple 2, Sea f una F-forma de dimensién n. {#7,5,), donde &
es el F-espacio vectorial de las n-uplas ordenadas de elementos de F y



By iFPAF® = 7 se define por Bi(€y,€y) = by, donde m, = (byy) yer,...,8, es
la base canénica de 7", Se observa que si X € F°, se tiene la relacibn:

Fle) = fla,...,x) = x° 0 omp X o= Bx,x) = g ix). [4]

Se tiene también de [31 y de la identidad polar

B, y) = " m oy, Y gy EF [5]

Sea (V,B) un F-espacio cuadritico, eclegida una base »,..., % de ¥,

la matriz de 5 define una forma cuadrética fg =2 Ay, donde by, =
1

= H(v,, V). Supéngase que W,...,Y, ¢s otra base de 4 yfé es la forma

cuadritica definida por 2 en relacién con esta nueva base. Se afirma

que las F-formas fa v J'} son equivalentes. Para ver esto, considérese

n
—

wy = Z_' €,;¥1, enltonces:
=1

B
(mfé)u = Fw,,w) = B(zcnvk’ 20”9“) = S B (D, Vel
K

k=1 g=1 .,

(o - Meg * )y, donde @ = (o).

. . ‘
Se Liene entonces gue m,nB =" . Ty " (BT

Definicidén 6, Se dice que dos espacios cuadrdticos sobre 7, (I, B,)
y (V2 Bo)y son isométricos y se denotan por V, =1, sl existe un F-iso-
morfismo lineal 1y = V;, que satisface la relacidn B (t{x), t{y)) =
= F,(x, y) para todo iy en V.

Adviériase que la isometria es una relacidn de equivalencia.

Ejemplo 3, Sean f y g F-formas equivalentes de dimensiénn. Los
espacios cuadriticos (F*, 5;) v (#",5,), definidos en el ejemplo 2, son
isométricos. FExiste una matriz inversible ¢ tal que g(¢ + 4) = f(X), vy
se define £:F™ = F® portix) = ¢ +x. Luego, B,(t(x), t{y)) =5, x,{ " yi=
=(Cy)tomg s (Orx)del5]; estoes 5 (t{x), ty) =y © om0 x =
=yt m s X =5 (X, ).

Ejemplo 4. Sean (V,5) un F-cspacio cuadritico y #,...Y, una base
de ¥; definamos la F-forma fg y consideremos el F-espacio cuadrético
(F“,Bge) tzal como en el ejemplo 2. Sea iV — F® tal que E{vy) = €,,1 =
=1,...,n, donde &,..., & denotala base candnica de”". Asi, ¢ es un
isomozrfismo de IV sobre p". Ademds:

B,B(Z(D,), t({uy)) = E,B(e,,e,) = coef. {1,J) de fg = 5{¥, v;h

Con lo que seha demostradoque ¢ es una isometria entre (V,5) y (F“,ﬁra).

Proposicién 1.1,1. Existe correspondencia biyectiva entrelas cla-
ses de equivalencia de formas cuadriticas de grade n scobre £y las
clases de isometria de espacios cuadrdticos saobre F de dimensidn n.



Demostracidén, Denotemes por (f) la clase de equivalencia repre-
sentada por f y asignemos a (f) la clase de isometria correspondiente
al espacio cuadratico (Fn,B,} (Ejemplo 2). Esta correspondencia es bien
definida, pues si g ™ f, entonces (F7,5,) = (F*,B,) segOn el ejemplo 3.
Por otra parte, a la clase de isometriade unf-espacio (V, B)asociamas
la clase {fg): si(V*,B')= (V,B), entonces Jar™> fo(sita,..., % es la base
de ¥ fijada para definir fs, consideramos ¥{li},..., t(0} la base de I
para definir fa's donde %:F =¥ es la isometria entre Vy ¥, Es ficil
verificar que esta correspondencia e¢s una biyeccidn.

Como consecuencia de esta proposicidén se procede a identificar las
clases de isometria de espacios cuadrdticos con las correspondientes
clases de equivalencia de F-formas, identificacién que constituye la
Minealizacién' del problema de estudiar las propiedades de las clases
de equivalencia de formas cuadraticas sobre cuerpos. Por lo mencio-
nado, en lo sucesivo nos referiremos indistintamente 2 las formas cua-
driticas o a los espacios cuadriticos.

Un problema importante en la teorfa de formas cuadriticas es
determinar las condiciones para que una F-forma f de dimensién ? re-
presente no trivialmente al cero, esto esencontrar condiciones, ya sea
sobre el cuerpo de coeficientes o sobre la forma f, para que existan

X1,...,% € F no todos nulos tales que f(¥1,...,%) = 0. 5if represen-
ta mo trivialmente al cero, se dice que f es isdiropa sobre f y todo x =
= {x1,...,%), ¥ F 0 tal que f(¥} = 0 sellama vector isdtropo para f. 8e

observa que!
a)Sif y ¢ son F-formasy f = g, entonces f is6tropaimplica g is6tropa.

b} Sea (V,5) un F-espacio cuadrético correapondiente a {f), donde f es
isbtropa: se dice entonces que (/,5) es un espacio isétropo. En este
caso, existe un vector p # 0 tal que Bly, v) = 0 (basta considerar t:iF" —
— ¥ la isometrfa de (7% 7,) con {V, B} v tomar v = ¢(x), donde xea vector
is6tropo de f).

Si f es F-forma no isbtropa, se dice que [ es anisdiropa.

Lo observado en a) significa que la propiedad de ser is6tropa de una
forma § es una propiedad de la clase de f. Propiedades de esta natu-
raleza son las que nos interesa en el estudio que vamos a realizar y en
vista de ello uno de los pasos iniciales mis importantes es encontrar
en {f) un elemento que tenga expresién lo méis simple posible a fin de
estudiar en él las propiedades de la clase. En este sentido demostra-
remos que toda forma f es equivalente a una forma diagonal, es decir
a una forma cuya matriz asociada es una matriz diagonal. Previamen-
te haremos algunas consideraciones.

Sea (Y, B) un F-espacio cuadrdtico y x.y €V, se dice que x es orto-
gonal a ¥ siB{¥,y)=0. 5il es un Fisubespacio de V, se define:

o= {yeV/Bx,y) = 0Vxell,

Ut se 1lama el complemento ortogonal de U y es ficil verificar que o
es un subespacio de V. V' se llarma el radical de V y se denota por I'(V).
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Se dice que (V/,5 es regular cuando (V) = 0, esto es, el Gnico vector en
V ortogonal a todo el espacio es el vector cero. Se observa gue:

a} La regularidad es propiedad de la clase de isometria.

b} Si (V,B) tiene una base ortogonal (es decir, los vectores de la base
s'on ortogonales dos a dos), que contiene un vector isdtropo, entonces V
no es regular.

c) El espacio trivial reducido a 0 es regular (7{0)= 0}

Ejemplo 5. Sea (F°,5), donde B((¥:,%5), (Y1, ¥a)) = %als. B es forma

00
bilineal simétrica cuya matriz asociada en la base candnica es J:O l] s

Joldy, dz) = 43, Ademds, r(#°) = [(x 0)/x € F}, luego (#%,B) no es re-
gular, pero U= {16,x)/% € F} esun subespacio regular. En consecuen-
cia, espacios cuadréticos no regulares puedentener subespacios regula-
res. También espacios regulares puedentener subespaciosnoregulares;
por ejemplo, (7%, B), donde Bsedefine por 5{{¥y,Xa), (¥1,V¥e)) = X1y + Xgiy.
En este caso M{F0) = 0, pexro U= {(x,0)/x € F} es no regular (obsérvese
gue U= 04,

Teorema 1,.1,2, Todo espacio cuadratico (¥,B} admite una base
ortogonal.

Demostracitén, Escribamos V= r() @¥%. El subespacio cradritico
(W,5'), donde 5' es la restriccién de Ba W es regular, pues six € ¥
es tal que B'{x, W) = 0, entonces comotodo y € Vseescribey =y + p» con
wEr(lyy v €W, se tiene:

B, ) = Blx,u) +Bx,v) = B'(x,U)+Bx,u = 0
entonces X € (V) N W =0, Portanto, basta demostrar el teorema para el
caso en que ¥ es regular, pues ello daria una base ortogonal para ¥, la
misma que se puede completar conuna basede 7 (¥}, Reducidos al caso
regular se procede por induccién sobre la dimensidén del espacio. Si
dim(V) = 0, la conclusidn estrivial. Supdngase que el teorema es vdlido
para todo espacio regular dedimensién 7 ysea ¥ de dimensién 7 + 1. Sea
v €V talque 5(v,v) # O (tal vector existe por la regularidady la identidad
pelar); veamos que V=Fu BF-0), 1o que nos permitird aplicar 1la
hip6tesis inductiva a (F + u)t y la base obtenida para este subespa-
cio, completada con ¥, nos proporcionard la base ortogonal para V.
Siw € (F - vyt y Bw, (F + ©)*) = 0, entonces 5w, ¥) = 0, y en con-
secuencia w = 0. Por taato, (F - U)J' es regular. FU N (FU)'J'= G es

Ex, v}

inmediato y por Gltimo si ¥ € Vpodemos observar que 5(x- 50,0 v

»b) =

L
= 0, lo que demuestra que F¥ + (V) es iguala V.

Observacién. Dado un F-espacio cuadratico(V,F), de la demostra-
¢idn del teorema se deduce gue dado un vector U no isétropo se puede
construir una hase ortogonal que incluya al vector p.

, Sea f una F-forma de dimensién n; decimos que un elementod € 7-{0}=
= F es representado por f si existen &,...,%: tales que Flam,es,o00)=
d,x, € F. E! conjunto de los elementos ¥ representados por f se de-



nota par (/). St J y ¢ son F-formas isométricas, entonces De(f) =
= D¢{g); lo reciproco no es verdadero. Sea {I,5) un F-espacio corres-
pondiente a {/}, entonces si ¢ € D:(f), existe un vector U € l'tal que (¥} =
= 2 y reciprocamente; por lotanto, Jr (/) = {d €Fexiste 0 € V con ge(v) =
=a}. Por la obhservacién realizadautilizamos también la notacidn Jg{V)
para referirnos a Zr{ ).

Consideremos J una F-formade dimensidn 7. Sea 31 € Funelemen-
to representado porJ, entonces para cualquier f-espacio cuadritico
correspondicnte a () existe un vector U tal que S(v, v) = 25, donde (¥, 5)
es el F-espacio cuadridtico clegido. Peor la abservacién al teorema,
existe una base ortogonal ¥, = U, Ug,..., U de V que incluye a ¥, me-
diante la cual se define la forma cuadritica fu cuya matriz es (B, U,)).
Se tiene que s =7 . En consecuenciaJ esequivalente auna forma cua-
dratica cuya matriz es diagonaly contiene como primer términc el ele-

mento Gy y llamando Gz = 5(Va, ¥2), ..., 8% = 5(Un, Us) se obtiene que:
al
My = U
o Qy [e]
lo que usualmente se denotay {@3,...,0,) yseconoce como la repre-

sentacién diagenal de la /-formalJ .

En términos de polinomios [6] significa que, bajo isometria, es
. . - - . .
el polinomio 2,47 + .... T & 4y, y en consecuencia del ejemplo 1 tene-
mos gque 4ds = {1, - 1.

SiF =2, ...,%, es F-forma, cabe observar que si existe un &;~
= 0, entoncesJ no es regular (entendiéndose la clase de espacios cua-
draticos asociada a () no es regular}, ya gue una base ortogonal con-
tendria un vector isétropo para J. Reciprocamente, si existe una
representacién diagonal paraJ contodes los términos no nules, enton-

ces e3g posible obtener una bhase ortogonal ¥1,...,U% en un (¥, 5) corres=-
pondiente, tal gque H(vy, 1)=8y, #0,0= 1,...,71. Seav €Vtal gque B(u, V)=
= 0; expresando 0= gty t .. F niy resulta B(o,v)) = dyay = 0, lue-

go U= 0, esto es (¥,5) es regular. En consecuencia,/ es regular si, y
s6lo si, existe una diagonalizacién deJ contodos sus términes diferen-
tes de cero.

Sea J una forma cuadrdtica sobre F, deflinimos el determinante de
F, que sedenota por @(f), de la siguiente manera: 1} 5i determinante de
m, = 0, entonces &(f) = 0. 2} 5i determinante de % # 0, entonces 2{f) =
= det{m,) mod. . Es inmediato observarque el determinante asl defi-
nide es un invariante para la clase de equivalencia de 7, aloque es lo
mismao Jf = ¢ implica 4(F) = d(g). Ademds, sif = {@y,...,0,), entonces
dif) =Gy sty méd(ﬁ'a), 1o que significa que /' es regular si, v sélo si,
d(f) # 0. Por ejemplo, la forma unidimensional (4} es regular si, y
sélo si, @ -

5i (V,5) es un espacic cuadritico regular, se sabe por lo anterior
gue esto eqaivale a gue la matriz de la forma hilineal & es no singular.

11
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Estos conceptos se complementan con el siguiente resultado:

Proposicién 1,1, 3, Supongamos que (V/,5) es regular y h:V ~ V¥ es
la aplicacién definida por A(¥) = A, € Hom({V, #) tal que he{u) = Bu,uv).
Entonces A es un F-isomorfismo lineal entre V ysudual V¥ = Hom(V, 7).

Demostracibn, Sean Uy,...,0, una F-base de V y (F(vy,v,}) la ma-
triz de B asociada a esta base. Demostraremos que la matriz de A rela-
tiva a la base Uy, ...0 v su base dual, ¥,...,u (definida como w(n,} =

=1, si t=J, wi(v;) =0, si ¢ # J) escoincidente conla matriz de 5 que,
por hipdtesis, es no singular. Como dim V= dim ¥* resultardque A es

I

un isomorfismo de ¥V sobre V*. Sea h{v,) = Cuy, luego Mg,(vy) =
=1

G0 () = Cue

i

= EB(og,u,) =

M

i

Aplicacién, Un Método Préctico de Diagonalizacién (Algoritmo de La-
grange),

SeaJ = S: ay; X4 d,, @45 € F una forma cuadrdtica sobre F. Se trata
! . & .
de encontrar una forma cuadritica g = . 5 ¥Y que sea equivalente aJ.
i=j

Asi, g debe obtenerse deJ por una transformacidn lineal inversible de
las indeterminadas 41,...,4, en las indeterminadas ¥,,...,¥,. En la
préctica tal "cambio de coordenadas' se obtiene por sucesivos cambios
de coordenadas, es decir si1f;,...,F son las matrices correspondien-
tes a cada uno de estos cambios parciales, la matriz del cambio de J
en @ serd la matriz B . P, . F = F,

Consideremos dos casos:
a)01;=%a=... =@nu=0.
b) Existe algdn @43 # 0.

Si se trata del caso a}, cabe suponer, por ejemplo, que diz # 0, y
escribir:

J) = 2X(epls v Y apd) te(de, ..., ),

donde ¢ (43,...,41) et independiente de X;. Definimos ¥z = ¢ds +... +
Taud, -4, Fi= 4, 172, Setiene: (V)= 2V (Fy +¥z) + g(¥y = 212+
+2ke tgd).

Obsérvese que el cambio de coordenadas definido transforma J en
una nueva forma equivalente aJ' (pues es ficil calcular que el deterrmi-
nante de la matriz que define el cambio es = 433 # 0) y en consecuencia
el caso a} se reduce al caso h).

Veamos el caso b). Podemos suponer que 2;; #0 y escribir

A
F) = andf + 20000 + ... 4 2a,004, + ). Gk,
1,01



de donde:

It

=l 3 =1, 2 Py
GGy + 3ade + 000 Fa X" - %;(thal’? + 22a0,adads +

Jo)

totahh b ) GuH

FEESY
" . g . v
= ahnendy tapd v topd)® teds, ... A

en que gk, ... ,4n) es una forma cuadritica en A5, ..., ;.

Definimos ¥, Gundy .., tapd
Y; = X1s L=2,...,n,

por comsiguiente fl(Y) = Q;:ff + Q(Yg, e ,-Fn) es una forma cuadratica

equivalente a f(el determinante de la matriz del cambio es @ # 0).
Se puede ahora aplicar el mismo método a ¢ (¥z,..., 7).
Veamos dos ejemplos:

i) Diagonalizar la forma J{X) = Xf = X§ + 3X§ + 4, Xs sobre F= R

Aplicamos directamente el caso b).

FUHy = B+ KMy - 5+ 345 = X5+ 28 04) - 15 + 343
= (X, +3i)® - S+ NS
Definiendo =k otk
Yo = X
ve = Ly,

Obtenemos g{¥} = Y2 _ ¥R+ VY2 SiP eslamatriz del cambiode coor-
denadas tenemeoes:

10 g
P=lo1 o
o 1lu

gi¥)y = gP- &) = & (P m - P)- X, y como

1 0 O 1 00 10 %
F.m,.P=]01 0 o -10 01 0|~
/1 Iu
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se observa la relaciéa J(X) = g(F - L),
ii) Diagonalizar sobre 7, tal que caract{F} # 2, la forma J({)= Xlz.

Aplicamos el caso a): F(¥) = X.{¥,) v definimos g, = ¥,, 7, = X, - X, con
lo que obtenemos £,(7) = z,(5, + 7,) = 73 + 7,Z,. Se observa que el pro-

1 0]
ceso ha quedado reducido al caso b) mediante P, = s FlE) =
: -1

= (ZB+2,0,+327) -2 = &, +85)° - 35,

AR ¥ 1%
S
B 0 %

Definimos ¥,

N

3

Por este cambio de coordenadas se tiene fa{¥)= Y2 - Y§ = g({¥).

S5i P=F; - P, denota la matriz de cambio deJ en ¢ obsérvese que:
t -# 10 r s 0 %
¢ 8 |0 - & 2] & oo

FPemy - P = = m,.

1.2, SUMA ORTOGONAL DE ESPACIOS CUADRATICOS

Consideremos (), 5,) v (Va, Bz) F-espacios cuadriticos dedimensio-
nes ny M, respectivamente. Definimos el espacio cuadritico suma or-
togonal de los espacios dados v denotamos por Vi L Va el F-espacio
cuadrético (V,5), donde V=V, &> y F:Vx¥/ = F se define como B({x;, xz),
(Y1, ¥2)) = Bilxea, ¥a) + B (xg, o). Un céleulo directo muestra que B es bi-
lineal y sus restriccicnes a los subespacios ¥y, t=1, 2 coincidencon B,
A modo de ejemplo cabe notar que la descomposicién ortogonal J =
=0y, ... ,dy) es una suma ortogonal {¢y) L ... L 2,). SiS v ¢ son F-
formas, entoncesf L1 ¢ denota la ~forma correspondiente ala clase de
isometria del espacio suma ortogonal de (F*, By} v (F7,B,). Es asi que
se pueden sumar clases de isometria de formas cuadriticas, pues si
S =F"yg=¢', entonces f i g=7" 1¢g".

Proposicién 1.2.1, Sea (¥, 3) un F~espacio cuadritico y [ un sub-
espacio regular de I, entonces V= [ L.

Demostracién. Como U N UL = 0= rlU), queda por demostrar que
U+ UL es igual a V. Sea Uy,..., 0 una base ortogonal de U, entonces
por la regularidad de U, B(vy,vs) # 0. Asi, para cualquier z € ¥, =i se



B(ZJ Ui)

= —hE i Bly,vn=0,J=1,..., 4 -
ECVEN i, se tiene gue (¥, Uy) J v en

egcribe y = 2 - i

=1

tonces 5(y, ) = 0, con lo que finaliza la demostracién,

Corolario 1,2,2. Sea (/,3) un espacio cuadritico y ¥ un subespa-
cio regular, luego si ¥ = U 1L W, entonces W= U+,

Demostracién. De la anterior proposicién se tiene que V =1 » U4,
luego dim(V) = dim(¥) + dim(lY) vy, como ¥V = T 1 ¥ implica gue ¥ S 0+,
entonces ¥ = Ut

Ejemplo 6

a) Dos formas hinarias {a,3) v ¢¢,2) son isométricas si, y sblo si,
tienen el mismo determinante y represenianun elemento en comin. En
este caso, si ambas representan ¢l elemento €, cabe escribir (a, by =
= (g,x) y{e,a) ~{(e,y, donde €x = gy mbd (F%), luego (& = {1, de
donde se tiene (g,x) = (&,1’, y entonces $a, b = {(e,d),

b} {1, -1y > {a, -a) Yo €&

£s inmediato ver que tienen el mismo determinante y puesto que:

@+ 1 (&- 1) .
= _ . m
2 I 7 Vac€

ambas formas representan un elemento en comin.

La forma cuadrdtica (1, -1) cs claramente isétropa y repre-
senta todo ﬁ'; el espacio cuadritico correspondiente recibe el nombre
de planc kiperbilics sobre # y se denota por H(o por F,, cuando
es necesario precisar el cuerpo en referencia). Se llama esparia
hiperbalicns a todo espacio cuadritico que sea suma ortogonal de
plancs hiperb6licos, Adviértase asimismo que ¥ es espacio regular
de dimensién 2,

Propesici6n 1,2.3, Sea [ una F-forma cuadrdtica regular, f cs
isStropa si, y s6lo si, contiene un plano hiperbélico.

Demostracifn, Consideremos unadiagonalizacibnde f, [ = (a5,...
...,  5iJ contiene un plano hiperbélico (es decir, siJ = F4f, para
alguna F-formaJi), es claro queJ es isdtropa. Reciprocamente, si

X = {Xy,...,%,) es vector isbétropo para J, entonces tlle +.,.. t %x,,a =
= 0. Supongamos que x; # 0, dividieado por xS resultaque (24, ..., 240,
Zyiq, ..., 0,7 representa -2, (obsérvese que todos los 2; son diferentes
de ceroporlaregularidadde /), estoes, existen bg ..., Dicts Dytws s By

en F tales que:
<Ql: N T TR )a‘n> i <‘Q’JJ 03: LR bn)’

sumando (2,) obtenemos J = (@, -2,} LS.

.
Una forma cuadrédtica sobre I gue representa todo / se llama uni-
versal, De la proposicién anterior se sigue que toda forma isdtropa
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es universal; lo reciproco no es verdadero, por ejemplo la forma
{1,2,5,-10) sobre el cuerpo racional @ esuniversal yanisétropa (para
la respectiva justificacién véase el Apéndice al capitulo 1, A. 6. ejem-
plo 7}. Igualmente, si 7 es un cuerpo que satisface las dos propiedades
siguientes:

i) toda forma cuadritica de dimensién 2 5 es is6tropa,
ii) existen formas anisbtropas de dimensién 4,

entonces toda forma anis6tropa de dimensifn 4 es universal. La de-
mostracién es inmediata y se deja como ejerciciopara el lector. Pue-
de verse en el mencionado Apéndice (A.5. Aplic. 4) que los cuerpos
FP-ddicos satisfacen las propiedades i) e ii).

1.3, TEOREMA DE CANCELACION DE WITT

Uno de los resultados més importantes de la teorfa de formas cua-
driticas sobre cuerpos es el llamado teorema de Cancelacién de Witt.
Hay diversas versiones de este teorema v su demostracién sec puede
realizar prescindiendo de la hipétesis de regularidad que aqui manten-
dremos (nuestro interés es el estudio de las clases de equivalencia de
formas regulares). En adelante, sélo consideraremos clases de iso-
metriz de formas regulares, salvo aclaracifén expresa de locontrario.
Veamos antes un lema.

Lema. Sea (/,F) un F-espacio cuadritico y sea ¥ € V tal que
Bly,¥) # 0. Definimos

tx) = x _M viVxey,
a{y)

Observamos lo siguiente:
a) Uy es un endomorfismo del Fiespacio vectorial V,
b) Ty(x) = x; VX €(7 - y)h
c) B(Ey(x), tylx'h) = B{w, %), Vx, ¥ €V (se obtiene por cdlculo directo
de la definicién de ¥,). Luego si ty(x)= 0, entonces x € r{/) = 0 por la
regularidad de (V/,5). Por lo tanto:
d) Z; es un automorfisme de V.
e) Ty(y) = -u.

En consecuencia, %y es una isometria delespacio (¥,5) que deja in-
variante el subespacio (7 y)l, y aplica ¥ en -y. Por este motivo, %,

se denomina reflexién.

Lemal, 3.1 Sean (V,B) un F-espacio cuadrético y %, ¥ € V tales que
g(x)=g(y) # 0. Existe una isometria ¢ de ¥ en sf mistmo talque t{x)=y.



Demeoatracibn, Puestogue ¢(x T y) T q(x - 1) = 4g(x) # 0, entonces
glx +¥) yg{x- ¥) no pueden ser ambos <¢ero; se supone entonces que
g(x - ¥) # 0 (en caso contrario basta sustituir y por -y, y observar que
la aplicaci6n definida por X ~ -¥ €5 una isometrfa). Considéresela re-
flexién tyy. Entonces l,, es una isometria de ¥ en s mismo y, como!

glx - ¥) = Blx,x) +Bly,y) - 28(x, ) = 2(B(x,x) - B(x,y)) =

2B(x,x - Y}, se obtiene:

2Bix,x - ) -
toylr) = XV gy =y
2> - ¥)

Tecrema 1. 3.2. {Teorema de Cancelacién de Witt), Sean):1, J2 v
Ja F-formas tales que f, Lz =J1 Lfa, entonces fa =75,

Demostracién, Supongamos una diagonalizaci6n de/a; Ja = (@, ...
Gl Procediendo en forma inductiva sobre la dimensién deJ;, se
observa a las claras que es posible reducirsealcaso: {8y LJa=(a, 1
L f3 implicaf, = /3. La isometrfa de la hipbtesis permite identificar
los espacios cuadriticos de {17 L /2 vy de (8} L fa; sea (V,F) el espa-
cio obtenido con la mencionada identificacién. Entonces existen en ¥
elementos x e ¥ tales que g(x) = ¢(y) = @, tales que f2 se identifica con
(F+ %) y /s con (F+ ¥}t por el Corolario 1.2.2. Poraplicaci6n del le-
ma obtenemos una isometria ¢ de V' en si mismoque aplicax en ¥, luego

—tﬁapheﬂé_MLa#;wi,_&sm_es_h_m&J_MF—-xﬂ—ﬁg

proporciona una isometria de /s conJa.

Corolario 1,3.3. {Teorema de Descompesicidn de Witt), Toda 7~
forma cuadrética se descompone en suma ortogonal

S e L F L ..l A = faLlTH
\\,\;—h-._/

donde f, 5 una subforma anisétropa de S, 7 entero no negativo y i de-
nota el plano hiperbélica. J, estd unlvocamente determinada (salvo iso-
metria) y se denomina la parte aniadtrops de f, o la forma micleo de J,
v r se llama el indice de Witt de J.

Demostracién. SiJ es anisbtropa, tomamos f =7, y "= 0. Sea [f
ig6tropa, por la Proposicién 1. 2.3. J puedeescribirse/ =% LSy sify
es anisétropa, el teorema estd demostrado. En caso contrario, apli-
camos nuevamente el procedimiento anterior y asf sucesivamente, y
después de un nimero finito de pasos llegamos aladescomposiciénbus-
cada. Quef, estd Gnicamente determinada resulta inmediato de la can-
celacién establecida en el teorema anterior.

1.4, ANILLO DE WITT

Consideremos J/ y ¢ F-formas de grados 7 y n, respectivamente, y
supongamosJ = {a,..., A g = (by,...,bs. Definimos el producto
tenzorial de las formas diagonales/ v ¢ como la forma diagonal si-
guiente:
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SR T 818y, .. .,0.8,, Geby,. .., 05,0,

Es inmediato observar que el productotensorial definido es conmutati-
vo, asociativo, distributivo respecto de la suma ortogonal de formas
diagonales y posee elemento identidad {1} F-forma unidimensional. Se
verifica también que S ® F > dim(f) & Este producto se extiende de
manera natural a las clases de isometriade Frformas, como: () ® (g)=
= {®g). Mediante un cflculo directoc se comprueba que la definicién
es consistente, en el sentido que 5iJ"' =7 vy ¢' =g, formas diagonales,
entonces ' @g' >~/ ® g.

En forma mis general se puede definir el producto tensorial de es-
pacios cuadriticos de la siguiente forma:

Sean (¥1,5.) y (Vo,52) F-espacios cuadraticos de dimensiones m y 7
respectivamente, si /= V1§ Vo y BiVXV = F es lainica forma bilineal si-
métrica que satisface 5o, @ 1, 2% ® o) = Filwy, v1) - Blxg, ), entonces
el espacio cuadrético (V, 5} se llama el preducio tenserial de los espa-
cios dados.

En particular si Vi = @y, ..., %0 v V= {bs,..., b,) elproductoten-
sorial de Vy y V2 coincide con el anteriormente definido.

Nuestro objetivo inmediato es la construccién de una estructura de
anillo sobre el conjunto de clases de isometria de F-formas. Para ello
se cuenta ya con dos operaciones bien definidas: la suma ortogenal de
clases y el producto tensorial de clases, Como seflalamos anterior-
mente nuestro interés es estudiar las clases de isometrfia, por lo tan-
to, para simplificar las notaciones, procederemos a identificar las

clases con sus representantes. Luego, = significa =

Definicitn 7. SeanJ y g F-formas; diremos gue son Witt-equivalen-
tes v escribimos J ~ ¢, siJ v ¢ tienen la misma parte anisdiropa.

Por ejemplo, la forma O tiene la misma parte anisétropa que F y
por consziguiente ) ~ 4. Es inmediato demostrar que la Witt-equivalen-
cia es una relacién de equivalencia sobre el conjunto de clases de iso-
metria de #-formas; al conjunto caciente lo denotaremos por WF. Las
operaciones de suma ortogonal y producto tensorial tienen natural ex-
tensién al conjunto de clases de Witt-equivalencia y (WF, L, ®) tiene una
estructura de anillo conmutativo cuya unidad es {(1). Obsérvese que
(@) L (-2} = (a,-a) = 0 en WF, por lo tanto -{a) = (-2}, vy entonces si
J=1(0y,...,0,) en WF reaulta -F = (_a4,...,-2,). Ademis dos F-for-
mas J y ¢ son isométricas si, y sblo si, tienen la misma dimensién y
representan el mismo elemento en #F. WF sellama el anillo de Witt de
formas cuadrédticas sobre el cuerpo F. Cuando trabajemos en el anillo
de Witt se usarsi la notacidn " + ' y " . " para las operaciones de WF.

Por construccién W7 se encuentra en correspondencia biyectiva con
el conjunto de formas cuadriticas regulares y anisétropas sobre 7, y
por este motivo a WF se le llama también el anillo de formas anisétro-
pas sobre 7. Adviértase, sin embargo, que la suma ortogonal de for-
mas anisbtropas no es una forma anisétropa (por ejemplo, {g) L {-a) =
= (a, -@) > F) y por lo tanto ésta es séloc una forrma de referirse a WF.



Ejemplo 7, Sea # un cuerpo cuadriticamente cerrado, es decir, en
F todo elemento es un cuadrado. Luego sia € F, entonces {0} = (1, v
por consiguiente / =g si, y sble si, dim(f) = dimf{g]). Si dim(f) = par,
entonces / es hiperb6lica, y si dim{/) = impar, J = (1), luego WF es
isomorfo a Z,.

Ejemplo 8. Sea F cuerpo finito cong = p* elementos; p# 2 es la ca-
racterfstica de F.

a) J.FIFQ tiene inicamente dos elementos:

Consideremos la siguiente sucesibn de grupos:
5 . A
1P =F={x1} =1,

donde h(x) = ¥87% . x € Fu(k) si, y s6lo si, 355 = 1. En la clausura
algebraica de 7 se elige un ¥ tal que 1* = x, entonces 1 = 1. Luego
¥ € F {puesto que F es el cuerpo de descomposicién del polinomio o x
sobre su cuerpo primo), entonces x es un cuadrado en F y tenemos

Nu{r) = F°.
b) En F todo elemento es suma de dog cuadrados:

Denotemos por 1y s los representantes de las dos clases cuadradas
de F, luego F'= F2 U 8Ff®, v en consecuencia basta demostrarque @ es la
suma de dos cuadrados en F. Si -1 €& F2, es (1,17 = {1, «l)_, de donde
{1, 1) es universal y representa en particul.ar as, Si-14 Fz,_l‘entonces
1+ !'79 no contiene al cero, como cardinal (F ) = cardinal(l t .I."’d) se tie-
ne que 1 + 5 no ests contenido en 1.7'2, v en consecuencia existe un U € F
tal que 1+ u® QFE, luego 1+ u® esti en s.Fa, de donde resulta &8 sumade

cuadrados.

¢} -1€ F‘a_si, vy sélo si, g = 1 mbd (4)
-1 €sF° si, y sblo si, ¢ = 3 mdd(4).

d} Sobre un cuerpo finito toda forma ternaria es isdtropa.

Las formas binarias sobre F son (1,1}, (s,8) {1,7. (L, v
{s,e}, y son universales por b). Como F= Pu eFé, es claro también
que {1,8) es universal, Sea {a,b,c? una F-forma ternaria; &, re-
presenta -2, luego {&,a) = {-2,X%), entonces {a,b,e) =~ {-2,a,%) y por
lo tanto (a,b,c) es isétropa.

e) Para F cuerpo [inito de ¢ elementos es:

WF isomorfo a Z LF/F°), sig = 1 méd(4).
WF isomorfo a Z3, 81 ¢ T 3 mdd (4).

Demostracibn, Sig = 1{4), entonces las formas anisdtropas sobre
Fson 0, (1, (s), <I,S>, por c)y d),' ]:uego identificando el grupo de
unidades de WF, esto es (1>, {8} con F1 7, concluimos lo afirmado.

Sig¢ = 3 méd(4), entonces las formas anisdtropas sobre F son G,
{1, 5 (-1 v (1,1?. Pero (-1} es la parte anisbtropa de {1, 1,17, y en

-
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consecuencia las clases en WF pueden representarse 0, (1), I, 1) v
(1, 1, 12, de donde resulta que WF es isomorfo a 2.

Ejempla 9. Sea 7 un cuerpo con sdlo dos clases médulo cuadrados
y conla propiedad deque laforma (1,..., 1) (suma ortogonal de n veces
la forma {1?}, que se denota por 7 (1}, es anisétropa para todo entero
positive . Un ejemplo es el cuerpo A de los nlimeros reales. Uncuer-
per F con las propiedades citadas se denomina un cusrpe euclidiano.

Coma FYf = {#1}, tenemos que toda forma cuadritica J sobre F
tiene una diagonalizaciénJ == {a,,... .27, donde Gy = 2=, ., = e =1y
O'-i-]_: e s :Q‘n= - 1.

r
Si 0 </ <7, entoncest es isétropa.
Sir=06r=nJ es anisbtropa.

Escribiende 8 = 2 - I, se define paraJ:

Sig) = 7 - 8 = {nimero de términos igualesa 1} - (nimero de términos
iguales a - 1).

Sig{’'} es un entero llamado la signatura de /. Probemos que Sigl} es
independiente de la diagonalizacidédn empleada para definirlo., Si consi-
deramos dos diagonalizaciones deJ sobre # escribimos:

FJ=rlp 1s{- =ril La{-1.

Demostraremos que 7= 7 y 8 =3;, 5i8 2&;, por el teorema de
Cancelacifn de Witt 7¢1? 1 (8 - 8.)¢-1 ™ r{l). Se observa que si & -
- 8,> 0, el miembro izquierdo es [orma isbtropa, v, por lotanto, r{L
es isbtropa, lo que no es posible en / (recuérdese que la forma O es
anisdtropa), entonces 8 = &, y por el teorema de cancelacibn se obtie-
ne il =r (1. A partir del mismo argumento se concluye que 7= 7.

El resultado anterior se conoce como la ey de inercia, la cualpue-
de enunciarse de la forma siguiente:

Ley de Inercia de Sylvester. ''Sobre un cuerpo euclidianc 7, dos for-
mas cuadriticasJ/ y ¢ son isométricas si, y sblo si, tienen la misma
dimensién y la misma signatura'.

Podemos definir Sig:W#' = Z como la aplicacién"signatura' quea ca-
da ¢ € WF le asocia el entero Sig(g). Basta observar que la signatura de
4 es 0 para ver que la definicién es consistente. Es un cileulo ficil
comprobar gue Sig es un homomeorfismo de anillos y que, si Sig{g) = 0,
@ es hiperbélica y en consecuencia Sig es un isomorfismo del anilia WF
(7 euclidianoc) sobre el anillo de los enteros Z.

1,5 FORMAS DE PFISTER
El estudio de la teorla algebraica de formas cuadrdticas sobre cuer-

pos, y més generalmente sobre anillos, se ha desarrollado mucho en
los Gltimos afos debido fundamentalmentea lostrabajos del matemndti-



co alemén A. Pfister. Pfister, tomando como base las ideas de Witt
{expuestas en una célebre memeria el afio 1937), hizo importantes con-
tribuciones a la teorfa de formas cuadriticas sobre cuerpos utilizando
las formas multiplicativas (introducidas por él, hoy conocidas como
formas de Pfister) en el estudio del anillo de Witt de formas anisbtro-
pas sobre un cuerpo.

En esta seccién estudiaremos algunos resultados basicos referen-
tes a lag formas de Pfister y, en los capitules siguientes, podremos
formarnos una idea més precisa de su importancia en la teoria de for-
mas cuadriticas.

Con IF se denota el ideal de W& formado por todos los elementos de
WF de dimensi6n par que se denomina el ideal fundamental de WF. De
la definicién se tiene de inmediato que #F/IF es isomorfo a Fp v por lo
tanto Z& es un ideal maximal de WF. Toda forma (@, b en WF puede
egeribirse {a, ) = (1,0) + {-1,b) = (1,2} - (1, -B?, yenconsecuencia,
IF_es generado "aditivamente" por formas binarias del tipo {1,2), ¢ €
€ 7. Conviene resumir lo demostrado en la siguiente proposicibnz

Proposicién 1.5.1, IF esun ideal maximal de ¥¥ generado aditiva-
mente por formas binarias del tipo 1,27, @ € F, Ademis, IFes eldni-
co ideal primo de WF que contiene a {1, 17.

Demostracién. Sea F unideal primo de KF talque {1, 1} € P, enton-
ces 241 = 0 en WF/ P, es decir WF/PF es un dominio de integridad de ca-
racterfstica z. Como ({4} + (1)({a) - {)=0 en ¥F, se tiene que
(2) = (1) oa)=-C1), luego sig = {Qi,...,0) €EIF, enlWF/Fesg =0,
entonces IF < F y, por maximalidad, {IF=F.

M4is generalmente, si F es un ideal primode WF, sedice que F tiene
carageteristica L si el dominio de integridad WF/PF tiene caracteristica D.
Luego P es un nimerc primo o cero. Por ejemplo, IF es ideal de ca-
racteristica 2 y, afin mis, es el nico ideal primo de caracteristica 2
en WF,

Proposicibén 1.5.2, SiF es unidealprimo de WF ycarac(F) = £, en-
tonces WF/FPes isomorio a Zp.

Demostracién, Como WF es generado aditivamente por las formas
{0) (0 €F), v en WFIP es @) = {1 o (2} = -(1}, setiene quela imagen
de WF en WF/F es generada aditivamente por {1}, y como la caracteris-
tica de WF/F es U, se concluye que WF/F es isomorfo a Z.

Como IF es generado aditivamente porlas formas {1,2),a € F, en-
tonces para it = | serd (IF)" = I'F generado aditivamente porlas formas
(1,20 ® {1,22) ® ... @ {1,684 ; estas formas se denotanpor €3;, ..., 0>
y se denominan ni-formas de Pfister sobre F. Es inmediato observar:
a) Toda 7ni-forma de Pfister es de dimensién 2".

b) Toda n-forma de Pfister representa L
c) €1,0z,...,0:> =240, , ., 0>
d) €=1,08s,...,03,> = 2VF,
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Se conviene en considerar como O-forma de Pfister la forma unidi-
mensional {1}, Vamos a presentar agui dos propiedades capitales de
las formas de Pfister, a saber:

i) Toda forma de Pfister isbiropa es hiperbélica.

ii) Los elementos no nulos representados por una forma de Pfister
forman un grupo multiplicativo (véase el teorema 1.5.5).

Lema 1.5.3. Sobre un cuerpo F se tiene:
a) €0y, 0eP ™ €y, Gk, si b € De(€a>).
b) €y, 0% = €¢,0,0%, sic €Dp({uy, ay ).
Demostracidn

a) Comeo b € D¢(€0,%), entonces (1, vy (b, 1B} son isométricas pues
tienen el mismo determinante y representan un elemento en comfn.
Luego:

<a1’a‘2> = (1,&;) =4 <l,9’8) = (1,91) L(Q2> @ <1,01>
=~ (1, L 42, ®{b,a.b) = (1,3, @b, 2:0,b}
= €a,, a,bp.

b) €, 8zp = 1) 1 ey, a5 L {22, Como {ai,2,) = {e, 62.2.), enton-
ces:
€0y, 0op = (1,0,00:0,, 30,0 = €0, dP.
$i/ es una %i-forma de Pfister, podemos escribir J = (1) » J'; /'
se llama la subforma pura deJ y es determinada en forma nica porJ,
salvo isometrias.

Teorema 1.5.4. (Teorema de la Subforma Pura), Sean) * <a, ...
e v, 0¥ una N-forma de Pfister v & .EF, entonces b € Tr (') 51, ysdlo si,
Jo=<b, by, ..., P para ciertos by € F.

Dermostracion., SiJ = <€b, by, ..., by», entonces:
W L= =L e{L,b)y®... ® (1,0 =L b, bg,...} =

= (1} L {b,d;...). Cancelando {1}, se obtiene que b €
Deffr.

Realizaremos la demostracién del reciproco por induccibnsobre 7.
§in= 1, entoncesJ ™ €&, y ' = {0}, luego b €D:({ay)) implica que
{ay) = (b} y entoncesJ = €bp. Definimos § > <€y, ...,0,,P; tenemos
queiS =g® (1,8, ~g 1 {a,) &g, luego /1 = ¢' L {2 ®g. Como b €
€ De(f'), entonces b= u' +a,v, donde W €Dp(g") U {0} y v €Z:(g) U 0],
Asimismo, como » €D (g}U {0}, podemos escribir v =1t" + 2!, donde
' € De(g') U {0}, Por la hipétesis inductiva:

g= @1IGEJ"'ICD—1>J si ul % C, v



g=4u',dy, ... 0>, siv) # O,
Si fuese » = 0, entonces u' = b € F vy J ™ @ €a,p > 4b, 0.
vy Cpays 3., con logue el teorema estarfa demostrado. Supondremos,
por lo tanto, gue U # 0 y vamos a probar que:

J o= day, e, Ggn, DOLP. (*)

- 2
Podemos suponer que U # §, puesto que en caso contrario v = t7 y
(') es cbhvio. Luego:

S oog®doy = ,d,, .., d, a0
B Gdyy s,y P ® €U, aP

~d¢d,, ... ,d5? ® @', 0¥ por el lema 1.5.3-a

= dnt Aoy Taoy, 2,09
2= €y, . aa, Gpoy, 2,08
Ahora, sifucse u' = 0, entonces » = a9, con lo que (') estableceria

la demostracién del teorema. Supongamos finalmente que u' # 0, en-
tonces:

J o au, eg, o e, Cpa, @pUP por (1)
=qul, P ® €0, .. ., Cuy?
= @l + @, w20 B 40y, ... ,0,4» por el lema
I.5.3-b
~ €k, Cq, ...y Cym1s UG UP, conloque finaliza la de-

mostracidn.

Denotaremos por Ue(f) = {a €ff{a) @7 =7}, dondeS es una forma
cuadréitica sobre 7. Es ficil ver que U¢{/)es un subgrupode 7'y se de-
nornina el grupo de isotropia deJ.

Teorema 1.5.5. SeaJ una n-forma de Plister sobre 7, entonces:
a) §iJ es isbtropa, entonces.) es hiperbdlica
b) D {f') es subgrupo del grupe multiplicativo A

Demostracidn
a) SiJ es isétropa, entonces contiene un plane hiperbdlico y se puede
escribir {I) L/ =7 =~ (1,-1) L+ g. Cancelando -1 £2:{}, v aplicando
el teorema anterior se tieneJ = €-1,... » = 27K,
b) Que Fe{f) ©I:(F) es inmediato, Supongamos gue 2 £ I¢(/), luego
{1, @) ®F=Ff 1¢{a)®@)f =7 L{-2,,.. ), yenconsecuencia{l, -2) &f
es isétropa ¥y, por consiguiente, hiperbdlica, esdecirqueenliF serdJ =

={a) + f, luego, por dimensidn, se tiene J (@) @ ya €4r(f). Con
Lo que D¢ () = Ge{f ) v, en particular, Js{f') es un subgrupo de £
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Nota: Observamos que 2°(1) es una n-forma de Pfister sobre Fy
que @ £5:(2°(1)), si, v sélo si, o es suma de 2" cuadrados en 7. Comao
consecuencia del teorema anterior tenemos que, en particular, las su-
mas de 2" cuadrados forman un grupec multiplicativo en F. Este resul-
tado, aungue inmediata consecuencia delteorema 1.5.5., estd vinculado
a un problema que fue de gran interés en la teorfa de los nfimeros, el
cual consistla en resolver la siguiente conjeturas Si la suma de M cua-
drados multiplicada por la suma de M cuadrados es siempre una suma
de M cuadrados (en un cuerpeo), entonces 7 es potenciadedos y recipro-
camente. Los casos 1, 2, 4 v 8 son resultados conocidos desde hace
muchos afios, en particular el caso M = 4 se conoce como la identidad
de Euler-Lagranpe v el = 8 comeo la identidad de Cayley. Después de
grandes esfuerzos realizados por matemaiticos del sigle pasado, A.
Hurwitz demostrd que si el producto de la suma de 7 cuadrados por la
suma de 7 cuadrados €s siempre una suma de M cuadrados, donde ade-
més estos Gltimos dependen linealmente de los primeros, entonces, ne-
cesariamente, M es 1, 2, 4 6 8. En 1965, A. Pfister demostrd que, si
no pedimos la condicién de '"linealidad'' mencionada, entonces para todo
7 potencia de dos y sobre cualquier cuerpelas sumas de 2" =/ cuadra-
dos forman un grupo.

Ejemplo 10, Algebras de Cuaterniones como Espacios Cuadritices,
Para finalizar este capitulo nos referiremos, a manera de ejemplo, a
las dlgebras de cuaterniones como espacios cuadriticos y veremos que
corresponden a 2-formas de Pfister.

El papel que estas 4lgebras desempefian en elestudio de las formas
cuadrédticas sobre cuerpos es importantisimo, si bien el expaner algu-
nos de estos resultados excede los limites de esta monografia.

Sean 4, b €Fy ¥V un F-espacio vectorial de dimensién 4. Se elige una
base de V, la que se denota por {1, oy, X%, %)} (1 denota un vector de 4R
y se introduce una multiplicacién en V por medio de la siguiente tabla:

N 1 X1 Fg Xy

1 1 Xy Xy Ly

Xy X a2 Xy ax,

Xy R ] b -bx,
vy | % |-am | be | oap |
P SR R NS SR

donde los escalares se han identificado con suproducto con 1, es decir,
ponemos & por @ - 1 (producto escalar), De esta forma V tiene una es.
tructura de F-8lgebra, donde:; W= Gy + Q13 + Ugxy + 230 €V se llama un
cuaternidn; los cuaterniones se rnultiplican segin la tabla dada méas
arriba. (V, *,.) es una F-dlgebra que se denota por (%} y se llama

dlgebra de cuaterniones sobre F definida por &2,0. La base elegida
{1, x;, %5, %3} se llama la base de definicién del élgebra. Siw= gyt
T Qa3 T QoXy + QuXs, con g = 0, entonces W se denomina un cualernicn
pure, El conjunto de cuaterniones puros se denota por (%E)o.



Observamos que X%, = -X,%; € :”’-PCK, para ©,J €[1, 2, 3}, ¢ 7 J, por

a,b < .
lo que (—%7) es un 4lgebra no conmutativa.

Para w= 2 * a0, + ag¥, + ¢5%,, definimos el cuaternién ©= 2, -
- (UyXy T GpX, T QaXs), y resultan las siguientes propiedades de ficil ve-
rificacidn:
a) o= old
b) ¥ Uy =10, t 0
c) T, = Wy
donde & € F, w,w,,w, € (228),

r

Basados en esta '"conjugacion' definimos:

Fw) = w y Tw) = w+i@ we (%ﬁ);

donde ¥(w) se llama la "norma de W' y T(Ww) la '"traza de w". Podemos
calcular directamente que:

¥w) = af-ai2 .23k +adub
Nw) = 24q.
Definimos 5: (2:2) x (428) = 7 como: 2(x, ) = WYy e
5 esuna F-forma bilineal simétrica sobre (@té_.@). En (a'_xF_b)n es Flx,y) = 0

s3i, vy s6lo si, X e}y anticonmutan; de esto resulta que (9:_b) es un F-espacio

cuadritico de dimensién4 y que la base de definicién del dlgebra es una
base ortogonal. La matriz asociadaenesta base serd, por lo tanto, la

O,
matriz diagonal correspondientea (1, -2, -b, ab), luego ((—), B) co-
7

mo espacio cuadritico corresponde a €-a, -b¥. Sedenomina a -0, -by
&, b)

la forma norma del dlgebra {

Finalmente, a modo de aplicacién de lo expuesto demostraremos
que sobre el cuerpo racional € existen infinitas 4lgebras de cuaternio-
nes no isomorfas. Para ello recordamos dos resultados de la teorfa
de los nmeros, a saber:

a) Existen infinitos primos en Z de la forma 4n + 3, n € 2%,

k) Si un primo de la forma 47 + 3 divide a la suma de dos cuadrados en
Z divide a cada uno de los sumandos.

La demostracidn no es dificil y la dejamos como ejercicio para el
lector,

Aplicacién, SipP y g son primos positivos de la forma 47+ 3 con

Z # g, entonces lasg dlgebras de cuaterniones (-l,ﬂ-p) v (—_l,;g) s0n no
isomorifas.
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Demostracién, Por comodidad se suprime en la natacién la refe-
rencia a2 §. Si fuesen (-1, -5}y (-1, -¢) isomorfas como dlgebras, lo
serdn como espacios cuadriticos (véase elejereicico 17), yenconsecuen-
cia €1,p¥» >~ €1,7%, v si se aplica el teorermna de cancelacién es {p,p) =
= (g,g) . Existen entonces %, y X racionaales t;iles que p = (xf + .xg) - g,
v eliminando denominadores resultap - A° = (m + 7‘2) - g end, luego p
divide n° + r° y por () p divide m° y ¥ divide ™, entonces p dividem y r,
luego p° dividep . K%, esto es P dividea A. Supongamosque en la fac-
torizacidn en primos de h aparezca p°, entonces en la factorizacién de
pha aparece p‘}“l; por otra parte, enlafactorizacién lde(f?l2 + 7‘2) * g apa-
rece P a una potencia par, lo cual no es posible. Luego (-1, -p) vy
(-1, -g2) no son isomorfas.

De lo demostrado y de a)se concluye que existen infinitas &lgebras
de cuaterniones no isomorfas sobre ¢.

EJERCICIOS

. Demostrar que la suma y products de clases de isometria de
formas cuadréiticas es una operacidén bien definida, asi cormo su exten-
sidn al conjunte de clases de Witt-equivalencia.

2. Si{V,P) es un espacio cuadritico regular y U un subespacio de ¥,
demostrar que:

a) dim(l) + dim (U™ = dim(V).
L) {Tht =

3. Sea (V,5) un espacio cuadritico regular, entonces un subespacio U
de I/ es regular si, y s8lo si, existe ¥ subespaciode Vtal que ¥V = I L W.
(Sug. usar el Corolario 1.2, 2.).

4. 51 (V,5) es un F-espacio cuadrdtico de dimensién 2, demostrar que
son equivalentes:

a) ¥V es regular e isdtropo (es decir, plano hiperbélice),
b} ¥ es regular con 2(V) = -1.

5. Considerar el F-espacio unidimensional {a}, a € ].7', ¢ un automor-
fismo de F como un F-espaciocon laaccitn de escalares ¢ « ¥ = gic}x y
¢,x EF, y definir B(x, y) = g"(axy). Demostrar que (F,5) es isométrico
al espacio (g™ (=)} .

6. Sea (V,B) un espacio cuadritico regular. Si¥ es un subespacio de
V totalmente isdtropo, es decir, la restriccibn de 5 a [x{ es 0, de-
mostrar que existe un subespacio I'de V, cuya dimensidn es 2 dim(l) #
# 0, tal que ¥ estd contenido en I°  (Sug. tomar X,...,%, F-base de
vy sea Sel subespacio generado por X, ..., %,. Aplicar el ejercicio 2-a
para demostrar que existe un vector ¥, ortogonal a § pero no a X3; en
particular 4, e 4 son linealmente independientes ypor el ejercicio 4 se
sigue que ellos generan un plano hiperbélice, por lo tante V=4 1V,
donde § & Vi, Usar el Corolario 1.2.2. para ver que ¥, es regular y
aplicar la hipétesis inductiva para llegar a la conclusién).



7. Sobre un cuerpo F, demostrar la equivalencia de los siguientes
enunciados:

a) Toda F-forma de dimensién 4 y determinante -1 es isdtropa.
b) Toda F-forma de dimensién par y determinante -1 es isbtropa,
c) Toda F-forma de dimensién 3 representa su determinante.

d) Toda F-forma de dimensién impar representa su determinante.
8. (Pfister). 33} pemostrar que I°F csta formado por las formasJ de
dimensién par = 7 tales que: agy= (- l)n(n- 2, (Sug. definir la aplica-
cién di.WF F/F’, como:

a7y, sin=0,1mébd, (4)
dp ) = ag(-1ms
Ay, sin= 2,3 méd. (4)

Mostrar que la definicién es consistente y que la restriccién a IF
' . . 2
es un epimorfismeo de grupos, cuyo nicleo es I°F)

9. Demostrar que #7 es un anille noetheriano si, y s6lo si, F tiene un
nimero finito de clases moédulo cuadrados (Sug. usar el ejercicio 8).

10. Demeostrar que en #F se tiene:

(o) +{p) = {a+m) ({1} +{ab)); o, b,a+b €F.

@By -

L

11. Demostrar que si X/ F es una extensidn de cuerpos, entonces (
~ a,b
~E® (@A),

12. Verificar las f6rmulas siguientcs:

a) Mw) = a2 .af o —ad p +al ab.
b) Ifw) = 2o,
o) ¥y - w) = Nu) Nw).

d) Tw +w) = ) + T(w).

e)uf = F(w), siles purc, v o= Nw), si w escazlar. Donde U,w €
S (a b) y W= gt age b ayuy T Gaxs, L1,%, %, %) esla F-base de defini-
c16n

Gy b
13, w € ( N )i wes inversible si, vy s8lo si, ¥lw) es escalar no nulo.

Siw inversible, w' = (Fw) w.

14. Demostrar que (L ) es central simple, es decir, que los elemen-
tos del dlgebra que conmutan con todo elemento del 4dlgebra son los es-
calares y que (.‘j”Tb) no tiene ideales bildteros no triviales.
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15, Sean 4 una F-3lgebra e I, 2 € 4 tales que ya =G, &= {en 4 esta-
mos también identificando los escalares ¢ con C - l.E 4, donde 1 es la
identidad multiplicativa de 4), ¥# = -5} donde 4,3 € F. Demestrar que
el subespacio vectorial del F-espacio 4, generado por { 1,¥, 2,42} es
una F=4lgebra isomorfa a (QT'WE)' (Sug. definir A: (&};—) = Atalque (1) =
=1, hixy} =y, h{x) =2, h(x)= Yz, donde 1,%,,%,,%; es la F-base de
definicién de (u} y aplicar el ejercicio 14 para mostrar que A es un
isomorfismeo.

16. Aplicar el ejercicic 15 para demostrar quesi 4, 3,%,y € F, enton-
ces:

1, -l).

a) Mo(F) isomorfo (

a, b, axh .bya

b) (—) = {
F

).

. 10 00 _roe1 00
(Sug. considerar €., = I:O O:l’ €z < 1 0]. €m = I:O ols €2 T I:O l:l‘
y tomar en el ejercicio 15, ¥ = €5 T €5 vy 2 = €5 - €1, )
17. Sea :4 ~ A' un isomorfismo de 4 sobre 4', donde 4 y 4' son dlge-

bras de cuaterniones sobre F. Dernostrargue A{4,) = A} vy que satisfa-
(=} =% = = = x= 2%,

n par-

28 ticular, como ¥{h(x)) = ¥(x), se tiene que A es una isometriz de los F -
espacios cuadriticos 4 y A", Probar también lo reciproco, es decir si
Ay A' son isométricos, entonces son isomorfos como &lgebras,

18. Sea A= (9—'};#). Demostrar que son equivalentes:
a) 4 es isomorfo a My(7).

b) A no es &lgebra de divisibn,

c) 4 es isGtropo como espacio cuadritico.

d) 4, es hiperbdlico como espacio cuadritico.

e} La forma (2, »} representa l.

19. Sea F un cuerpo finito cuya caracteristica es # 2, demostrar que
Va,b€Fes (LFZ’) ~My(F).

20, Sea @,b,c € k. Demostrar que:

2
(a}?bc);e @ }.Pa )~ (Q’}bc’);@Ma(F).

21, Sead = (a}?' Y, B= (Q-'FE). Demostrar gue existe ¢ € Ftal gue 4 =
= (%‘2) y 5= (b;,,c). 5i4 =B,




22. Sean Fun cuerpo yJ una F-forma, se define G(/) = Ge{F} el ''sub-
grupo de isotropfa’ de / de igual manera que en la pigina 23; demos-
trar que:

a) G{f') es un subgrupo de F, tal que Poay.
b) G(f)=F, siJ es hiperbdlica.

e} G )= F°, siJ es de dimension impar.

d) 5i ¢ €D0:{), entonces ¢GF{") SIS}

e) -1 €F(F) a1, y sblo si, J +J es hiperbélica.

23. Demostrar que dos formas ternarias isétropas que tienen el mis-
mo determinante son isométricas.

24, SeanJt = (0y,...,%) y§= {(bi,...,b formasdiagonales. Se dice
que S es equivalente-simple o g si existenindices 1, Jtales gue (ay,0,) =
= {b:,b,) (coaviniendo en que si ¥ =/, por {43,y , se entiende (2;)) y

@, = b, sir# i,/ Se dice que la forma diagonalt es equivalents en

cadena a la forma dicgonal @ si existe una sucesidn Jo,/1,. ..,/ tal que
Je=J,Fu= ¢, v cadaJj es equivalente-simple a Sy J = 0,...,7m - 1,
Demostrar:

a) La equivalencia en cadena es unarelacién de equivalencia en el con-
junto de formas diagonales de la misma dimensidn.

b) Dos formas/ y ¢ diagonales, de la misma dimensibn, son equiva-
lentes si, v s6lo si, son equivalentes en cadena. (Sug. suponer queJ vy
¢ son formas regulares, y aplicar induccién sobre la dimensién nde J y
¢. Sin= 1,2 no hay nada gue demostrar; supéngase 7 = 3. Se elige,
en el conjunto de formas diagonales que son equivalentes en cadena con
S, una forma J' = {¢;,...,%/ con la propiedad de que la subforma
{Ci,...,C.) representa a b, y " minimo. Demuéstrese que "= 1y por
lo tanto /' es equivalente en cadena con (b1, ¢5,...,8,). Como la equi-
valencia en cadena implica la equivalencia de formas cuadraticas, por
aplicacién del teorema de cancelacién se tiene (GQ, - (bz, veea bl
y por la hipétesis inductiva, obtenemos ¢z, ...,%, equivalente en ca-
dena con {(by,...,B5,). De esto se puede concluir que ./ es equivalente
en cadena con ).
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FORMAS CUADRATICAS SOBRE EXTENSIONES ALGEBRAICAS DE
CUERPOS

2.1, LA APLICACION riW/F — WK

Consideremos X/F una extensifn de cuerpos, toda F-forma cuadrd-
tica f es también una K-forma; sin embargo, las propiedades de f co-
mo F-forma serfn en general diferentes de las propiedades de f como
k-forma., Asi, por ejemplo, sobre el cuerpo § de los racionales f =
= Xf— 2X:es anisétropa puesto que la rafz cuadrada de 2 no es racional,
pero sobre la extensibdn ((/2) es inmediato ver que f es isdtropa. En
este capltulo vamos a estudiar una forma f sobre X suponiendo que co-
necemos el comportamientode 7 sobre elcuerpo de base F, y en parti-
cular en el caso en que X/F es una extensifn algebraica. En vista de
ello establecemos el siguiente lema.

Lema 2.1.1, Sean (V, B) un F-espacio cuadritico, X/F una exten-
sién de cuerpos y (V,, 5y}, donde V, = ¥ @ I/ se considera con su estruc-

tura de F-espacio vectorial y B.: ¥, X IV, - K se define por:

Blo®@ub®v)=abBlu, vl omb€ Ky v el Entonces (¥, 5] es un
K-espacio cuadriticoysifes una F-forma correspondiente a {//, B), en-
tonces (I,, B,) es un f-espacio correspondiente a 7 como K-forma cua.
drética.

Demostracién, La accién de ¥ sobre [, se define por g b v) =
=obh® UV 2. hEX, v eV, Uncélculodirecto demuestraquep, es una for-
ma K-bilineal simétrica. Six,...,x, es una F-base de V, ortogonal
con relacién a 5, entonces 1@ x,..., 1% x esuna K-base ortogonal en
Vo luego la matriz 5llex, 1® xl)) correspondiente a (V,, B,) es jus-
tamente la matriz que define f como F-forma,

Denotaremos por fn o @ la forma ¢ considerada como K-forma y
segln las identificaciones acordadas se tiene que 7, = (I, 5,) ~ ¥ &7.
F

Considerando los anillos de Witt asociados a2 F y a 7, las conside-
raclones expuestas permiten definir una aplicacibn ripF - Wi tal que
r{f}) =7F- Obsérvese que:

a) r es un homomorfismo de anillos.

k) Si toda forma sobre F que es anisbtropa permanece anisftropa sobre
¥, entonces r es un monomorfismo.

¢) En general lo reciproco no es verdadero, estoe es, sir es inyectivo
no implica que las formas anisétropas sobre F permaneszcananisétropas
sobre ¥. Roger Ware'® formulé tal pregunta en 1975, y recientemente
hallé un contraejemplo, es decir, un ejemplo de una extensifn (alge-
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braica) A/F donde T es ingeectivo y existe sobre # una forma anisétropa
gue sobre & es isdtropa.( ' Al finaldel capitulo se verdn algunos casos
en los que la inyectividad de 7 implica la preservacidn de las formas
anisGtropas de £ a A, Este problema de la preservacifn de formas
anisStropas esestudiado con mayor generalidad por Gentile-Shapiro. te)

Se denota por W£/F) el ndcleo de T, ideal de gran importancia en el
estudicdelas formas cuadrédticas sobre extensiones de cuerpos, cuando
dichas extensiones son algebraicas,

d) $i &/F esunaextensién de cuerpos, donde £ = #(X), A elementotras-

cendente sobre #, veamos quées WMX/F), Sea f una F-forma anisétropa,

= (a,_’ v ,@n), donde 2y €5, 5i f es isétropa sobre K, podemos en-

tonces hallar fi(d),...,fa(d), expresiones polinémicas en £, no todas
n

nulas y no divisibles simultfneamente por £ tales quez @,,J"?(X) = 0;
=

luego especializande en X =0, la relacién anterior se transforma en
0

Z O';f:f(O) = 0, donde algdn f40) # 0, lo que es contrario a nuestra su-

1=

posicidn sobre f. Se concluye pues que f es aniabtropa sobre X y, en
particalar, M(#/F) = 0. Mé4s generalmente, se ha demostrado que ai
K/F es una extensién trascendente pura, de grado finito, entonces las

. - :
(gt BN 23T R Flelois) i B (R a6 il GRS

:
anisdtropas sobre .

-

o Pl ey
a &5 ifndai srenao

¥

Por lo dicho en d), en el presente capitulo sdlo se considerarén
extensiones algebraicas,

2,2, LA"TRANSFERENCIA'" DE SCHARLATU

Supongamos X/F algebraica de grade finito y §:% - F una aplicacibn
F-lineal no nula, Para (i, B) X-espacio cuadrédtico se puede definir el
par (¥, §B), donde ¥V se consideraF-espacic vectorial (por lo tanto, dim,
¥V = [F] dim, [V} vy $B:iVxY - F se define $Blu. v) = S5{(B(u. v)). Con estas

notaciones:
Lema 2,2,1, {I/,$7) es un F-espacio cuadritico,
Demostracién, $5 = 5§05 es claramente bilineal simétrica. Si (¥

$5) no fuese regular existirfa un elemento w € ¥ tal que S(E(w,y)) =0
¥ y €V,pero como (I, B} es regular, existe un 3! € ¥ tal gue Blw, ') # 0,

[
luego paratodog £ & se tiene: B(w,m—é(——') ') = ¢y, porletanto, Sig) =
Yy
o
= SB(w, W y') = 0, luego § es nula. Lo que es contrario a nuestra
we Y
suposicidn.

Se denomina el par ([, §F) la "transferencia’ de {}f B) per 5. MiEs
simplemente, se denota por S{F¥) el par (¥, §5). Tenemos una aplica-
cién de WK en yF definida por: (¥, B) -~ ${¥), la que se denomina también



por 5; ° esllamada la aplicaciénde transferencia. Seobserva inmedia-
tamente que S es homomorfismo de grupos aditivos, esto es S(Vy L V) =

e S( Vl) L S( VE)_

Ejemple 1, Sea X/F, donde [X:F] =n, & es proviste de una estruc-
tura de espacio cuadrdtico sobre K por la forma bilineal BiA XK ~ X tal
que B(x,¥) =% ¥. Luego (£,5) es H.espacic de dimensidn 1, esto en
{17k. Sea & una aplicacifn #-lineal no nula de X en F, SB(x ¥} = Sxy)
v por tanto S({1}¢) = (X, 5B),

A continuacidn se considerard un importante teorema:

Teorema 2.2.2. Sean X/F una extensidn de grado finito v S:K = F
una aplicacifn JF-lineal no nula, luego para todo V, F-espacio, y U,
K-espacio, se tiene la siguiente isometr{a:

SUK® VY ® U) =V ® S(U),

Demostracién, Definimos: 2:5(Vc® U) = V' ® 5(U) por A((a @ V) ® u) =

=v@(Qu); 0 €K vEeV w &l Un cdlculo directo demuestra que 2 es
un homomorfismo sobre £, cuyo inverso €8 V@ u ~ (19 ) ® u, Veamos
que 7 es una isometria, Sean@,a' €KX U U &V yu w €Uy denotemos
por 5 la forma bilineal en V? S(U) y por B' la forma bilineal en V¢ @ U,

Entonces si se usa &y para la forma bilineal de V, se tiene que:
Biprj(a® v)®@w), M(a'® )@ w) = Hv®au ' @av) = 5,0,
Bsy{eu,a'uw') = 5,0, 07} - S@a Fyu,u'),

Por otra parte, como la forma bilineal en Vx ® U es 5', entonces la
forma bilineal asociada a S(Vx® V) es 55", y S5'((@® v)@u, (¢ ® )
®uw)=SB(eev, '@ vy Bylu, w')) = Slaa'B v, vy Hu(u, w')) = By(v, v')
Staa'B,{u, w')). Comparando ambas expresiones se concluye que i pre-
serva los productos bilineales y es por tanto una isemetria.

Gorolario 2.2.3, Con las notaciones del teorema anterior se tiene

Sy =ve S ).

Demostracién., Basta tomar ¥ = (1),

Corolario 2.2.4, Sean £/F una extensidn algebraica de grado fini-
to, 8K = F, F-linealnonula, entonces si U esun X-espacio hiperbélico,
S(¥) es un F-espacio hiperbélico.

Demostracién., Comoe & es homomorfismo aditive, serd suficiente
demostrar que S(f) es hiperbélico, y esto resulta si se reemplaza en
el corolario anterior ¥ = #;, ya que ¢ f’ S(A1rg) = LHFY - H,

2.3, EXTENSIONES DE GRADO IMPAR

En esta seccidnnos limitaremos a demostrar un resiltado de T. AL
Springer, que establece que las formas anisétropas sobre } se preser-
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van a la extensin £ si la dimensidn esimpar, en particular W(A/F) =
v por lo tanto el estudio del nidcleo de 7:HF = WK se trivializa,

Teorema 2,3.1. Sca A/F una extensidnalgebraica de grado impar,
entonceslas formas anisétropas sobre / permanecen anisdtropas sobre

K,

Demostracign, Sepuede suponerque & = 7(2), con [£:F] = it impar,
pues & =F(x,...,%) para clertos X3 €1, y £ se cbtiene "coronando"
una '"torre"’ cuyos pisos son extensiones mondgenas de grado impar.

Sea f una F-formadegrado 7, la cual supocnemos anisétropa, y ade-
més elijamos una representacidn diagonal de f. La demostracién la
haremos por induccidn sobre [£:f1=m Param =1, no hay nada que
probar, Sea M > 1 y supongamos la validez del teorema para extensio-
nes de grado impar menor gue 7, que son mondgenas. Denotemos por
P{X) el F-polinomio minimalde . Si f fuese isStropa schre £, entonces
existirfan 2, ...,%, en & no todos nulos, tales que f(x,...,%) =0,
de donde se obtendria:

Hea(@), ..., gal)) = 0, con gyXy € #LL] ()
expresando cada X; en la base 1,%,. ., ,@a—l.
De (1) s signe gue J(@l), ..., Gal4)) = p0N(), donde a(h) & FLAT.

|

dotodos los g;(X) tendrfamos f(g{£), ..., g(d)) = s(d Prglin), ..., hld)
gy(X) en FLXY, pero gr(s(X)) = n’lax[gr (@edN}=m =m -1, luego la

[actorizacidn Gnicay gr(s) < gr{d) mehcan gue g(X) = 3(X V(& pdra al-
gin g'(X) en F[X], dedonde se obtendria f(g;',(.)f), c, gl = pA)g '"(fy en
FILX]. Cabe suponer en consecuencia que en:

Foud), .., eald)) = B0 '

a0 existe un factor irreducible en FLA] que divida simuitdneamente los
n
3. Luego FLA] = 2 F[X:‘Q'J(X), y de esta representacién podemos ob-
=
servar gue los ¢; no pueden tener una raie en la clausura algebraica de
K gue sga comiin a todos, y también que ¢(4) # 0, pues bastarfa tomar
un ¢ € ¥ y reemplazar en {") para ver que f seria isdtropa sobre 7,
Observamosque gr{g) = 2m - M 22(M - 1) - M =1 -2 estoes g(d)espo-
linomioc de grado impar y menor que 7. Tomemos 4 raiz de un factor
irreducible de g({)}, que tenga grado impar, entonces F(P)/F esde grado
impar menor gue 7, luego par nuestra hipdtesis de induccién [ es ani-
sétropa sobre #{?), pero (i ?), ..., 0«0} # 0 esun vector isdtropo para
f sobre F(P), lo que es una contradiccifn, en consecuencia debe ser f
anistropa sobre X,

2.4. EXTENSIONES DE GRADO PAR

$i A/F esuna extensidnalgebraica de grado finito, en la seccidn an-
teriorhemos visto que si [A:F) es impar, el problema de caracterizar



W(K!F} es trivial en virtud delteorema de Springer. Si [¥:7) es par, el
problema estd aln sin resolver. En esta seccifn se expondrdnlos prin-
cipales resultados para el caso [K:7F] = 2, que estd totalmente resuelto.

Teorema 2, 4,1, SeanX = F(/d) una extensién cuadrética de Fyg
una F-forma anisétropa. Entonces:

a) gc es isbtropa si, v s6lo si, ¢ contiene una subforma del tipo {a) ®
®<{1, -d), a €F.

b) g« es hiperbdlica si, y sblo si, existe una F-forma A tal que g = (1,
-d)y ®h,

) WE/Fy=wWF {1, - d) = WF 4-dp.

Demostracién, a) Sig =) ® (1, -d) + f sobre F, entonces ¢x =
a‘(ﬂ«)k@ <I, - d)u 1 fxz'HK £ ,fK.

Reciprocamente, sea g = {2;,...,3,) y supongamos que g¢ es isé-
tropa; luego, puesto que {1,/2]} es una F-base de X, podeinos obtener
o
una relacién de la forma siguiente z ayx + y,/&)a =0, con X, ¥; € Fno
1=l

todos nulos, de donde:

n Y

. — -
a'ixf"'dl@tyf = OYZQinyL = 0.

= =1

[~

I
]

1

En consecuencia, loa vectores %= (X1, ..., %) e¥ = (H1, ..., ¥, son
ortogonales en el F-espacio cuadritico {F", B} (Véase el ejemplo 2, cap.
1), y ademds glx) = -dg(y), six =0, entonces ¥ = 0 por ser g anisbiro-

pa, contrario a la eleccibn de losx, e }/,, enfonces x#0 ey #£0, v po-
demos considerar una diagonalizacién de ¢ en una base que contenga a
xey, es decir ¢ =g (x), q¥), ba, ..., by = (gi(x), ¢y 1 f. Porcon-
siguiente ¢ > g ) @ {l,g(xMely) +f, ¢ = {e) & {1, -d) +f, donde
glyy=a & F,

b} Sig= (1, -a) ®@Hh, entonces gy = (1, - &2¢x B he = dim() Hy, es de-
cir gx es hiperbdlica. Recfprocamente, supongamos que Jy €s hiperbé-

lica y procedamos por induccifn sabre dim(g). Si dimi(g) = 0, entonces
g = 0 {anigbtropa) v la conclusién es trivial; supongamos que dimig) = @,
por a} se obtiene: ¢ = {aY® {1, -d) L f;0 €Fy dim{f) = dim(g) - 2.

Como gy = {a)x ® Hx 1 fg, tenemos, cancelando planos hiperbélicos, que
fx es hiperbélica, y siaplicamos la hip6tesis inductiva a la F-forma f
(que es anisdtropa) hallames:

F={l, - ®h,yg>{) @1, -d>1{1, -dy@n,=(1, -d)®h,
¢) Es inmediata por b).
Con mé&s generalidad, sif = P, ... ./ @y) es una extensidn multi-

cuadritica, entonces las formas {1, - ¢,} = 4-a,» se hacen hiperb6li-
cas sohreX. Sabemosque enelcason = 1, WX/F) = WF €-0,%, no seconoce

3
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si en el caso multicuadrético el ideal generadopor las formas {1, - by
vy (1, - a,) es W(x /7)., Cuando esto ocurre se dice que el cuerpo 7 es
"1- amenable field" (notaciénde Elman y Lam). Se sabe, sin embargo,
que si & = 7{/a,./b),entonces 4{K/F) = WF <-03 + W& ¢-bp. Adviértase que
$i a un ideal generado por formas de Pfister lo denominamaos un ideal
de Pfister, lo anterior significa que tanto en el caso cuadritico, como
en el " = P’(N/i,,\/_f;), el nfcleo de rF = WE es un ideal de Pfister. Un
problema que en la actualidad es objeto de investigacibn es en qué casos
WA /F) es un ideal de Pfister. Se tienen algunos resultados al respec-
£0,'3) los cuales pueden consultarsc en las referencias citadas,

Corclario 2.4.2, S5ig es una F-forma tal que g, es hiperbélica so-
bre ¥ = F(ﬁ), extensién cuadrdtica de #, entonces (-d) ®q =~¢g sobre P

Demostracidon, Sea g =T1H 1 g, wnz descomposicién de Witt de g so-
bre F, donde g, es anisétropa, entonces (Q’a)K es hiperbélica por el teo-
rema de cancelacifn de Witt, v en consecuencia Gq = {1, - d@®@henF, y
como {(-4y @ {1, -4 = {1, -d), se tiene:

-y @ {L-dyeh={L-d) ®h, estoes {-d) @q,=¢g

a?

de donde (-d) @ g ~{(-d) ®rF L (-d) ®g, ~ 7.
2,5, FORMAS CUADRA,TICAS SOBRE EXTENSICNES DE GALOIS

Sea ¢ un grupo de automorfisrmos de un cuerpo X, luego si (I, B) es
un f-espacio cuadritico, entonces para cada g € (¢, definimos el par
(e, B%), donde ¥ como grupo abeliano coincide con %, si bien [f estd
provisto de una multiplicacitén por escalares definida por g.v = glals,
a &£ K. BURMVEXK® - K es la aplicacifn definida por:

Bw, v) = g (B, vl

Es ficil verificar que (I}, B5) es un F-espacio cuadritico., Si g s una
forma cuadrédtica que representa a (¥, B), entonces se denota por g% la
fortma correspondiente a (%, 5¢).

Sea X/F una extensién de Galois finita, entonces por ser X/F sepa-
rable, la aplicacifn traza de la cxtensién (véase elapéndice A) Iyx/eiK —~
—~ F es F-lineal no nula; por lo tanto, podemos considerar la '"transfe-
rencia' ascciada que denotaremos por Tr. A parlir de estas conside-
raciones pasamos ademostrar unteoremadebidoa Schartau-Knpebusch.

Teorema 2.5.1. Sea ¢ =G(/F) el grupo de Galois de la extensidn
Galois finita X/F, entonces paratoda forma cuadrética g sobre K se tie-
ne la siguiente isometrfa:

= 1 4
(Trighk 2 g
donde i&G g% denota la suma ortogenal de los espacios cuadriticos g%
B

Demostracién, Sea (¥, R) un ¥-espaciocuaadriticoasociade a g, en-
tonces es espacio de soporte de E g es L " yelde Tri{g) es I como
= -

g €C
F-espacio con la aplicacién bilineal {r, ) — Tr{E(x,y)). Definimos:



f:8® V- L V¥talque fia® v) =
BEE

m~~"1
o

(=1}

donde 2 « 7 denota el producto por escalares delinido por cada g € ¢ so-
bre el grupo aditive V. Para ver si festd bien definida basta demos-
trar que Flha ® v} = Fl5® au), donde B € &, 2 € Fy v € V. FPues si
Xys v, 8 una F-base de Ky 3, ...,y €5 una F-hase de |/, todo ele-

mento W € T(? ¥ puede escribirsew = }“ Gugis DYy = z (G2} @ Yy =
. ird ird

=\L %® (24,¥,), dondea,; € 7. Volviendoa la igualdad por probar tenemocs
19) ] o o

que F{ba & v) = Z ba-w= Z glbale = ) glBlay = z beow = flb ® av).

e g G L= £cs

Es [dcil verificar que f es ¥-lineal y veamos que preserva los produc-

tos bilineales. Sean b, B' € ¥ v »,p' € I/, entonces denotando por 7' la

forma bilineal sobre L /¢, tenemos:

Blrp ool FB® o)) = ) BBon B = ) GHBlG(RY, g ) =
ge EE6

= z glg(R)lg(ENBiv, v')) = Dbb! Z giZ{v, vy} = ¥ TriB(y,v")) = K 3

(1= gEG

@ TriE})d@ v, 2.

Como dimy(¥ 8 V) = dim: V= [X:F] dimgV = o(G)dimV = dim,((sVE) v

al ser f lineal que preserva las formas bilineales {espacios regulares)
se concluye gue f es una isometrfa.

Retornemos a las exiensiones de grado impar tomando en cuenta el
siguiente resultado de Rosenberg-Ware. Denotemos por WE® el conjun-
to de los elementos f € WF tales que f2= f, donde# /7 es una extensién
de Galois con grupo &. Observamos que Im{r) @WE®, donde ri¥K — WK,

Teorema 2.5.2. Sea K/F extensién de Galois de grado impar, den-
de ¢ = G(K/F), luego r:iWF = WE® es un isomorfismo.

Demostracibn. Como la extensidén es de Galois de gradoe finito, en-
tonces podemos suponer que ¥ = F{2), sea (¥:F]=2m+ 1. Definimos
Sk = F por S(1} = 1, S(aa) =, = S(aam) =0, que es una aplicacién F-
lineal. La forma {x,¥) = Tr(xy) es regular y por lo tanto existe un b £ K
tal que S(y) = Tr(dy), Yy € K. De aqul, si(l,B) ¢s unK-espacio cua-
drético, entonces el soporte de S(g) {dondeq es la aplicacién cuadrdtica
asociada a (V,B)) es V, y la forma bilineal S(g)(v) = S(g(v)) = Tr(bg (),
entonces S{¢) = Tr(b . g); en particular si (V,B) € wES tenemost

rE@) =K@ Tr(b - g)= 4, (- 2] = (3, (DY - g

[0
4
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de acuerdo con el teorema anterior. Como g es cualquicra en WAS, en-
tonces obtenemos que r(3{g)) = kg, dOndeh:—éG (t)%. Para determinar
E

h basta reemplazar g = (1), en la relacién obtenida, esto es h = 7($
({1 =r{.)={1},. Esto significa que r-39 = identidad sobre WKS,
de lo que resulta r suryectiva y como la dimensiénde /7 es impar, se
tiene por el teorema de Springer que r esinyectiva,luego r es un iso-
meorfisme sobre wgs.

Se dijo en 2. 1-c que, en general, no se cumple que sir es inyectivo
para una extensidn ¥/F arbitraria, entonces las formas anis6tropas so-
bre F permanezcan anisbtropas sobre ¥, Finalizamos este capftulo de-
mostrande un resultado de Ware‘®® que establece que si el cuerpo de
base, F, es pitagbrico y /7 es Galois finita, entonces la inyectividad
de r equivale a que las formas anis6tropas sobre F permanezcananisé-
tropas sobre . Se harin primeroalgunas consideraciones sobre cuer-
pos, Diremos que g es formalmente reul silaforma sobre F, n{1l) (su-
ma ortogonal de {1}, n veces), es anisStropa para todo n > 1. Es ficil
ver que esta condicibn es equivalente a que -1 no sea suma de cuadra-
dos en f. SiF no es formalmente real, se dice simplemente que 7 es
no real. Definimos F pitagdrico, si toda suma de cuadrados en 7 es un
cuadrado en Fi Mds adelante (en el capftulo siguiente) estudiaremos es-
tos cuerpos.

Lema 2.5.1, Sea F un cuerpo nou real y pitagérico, entonces F es
cuadriticamente cerrado, por lo tanto WF =2, e "= 0.

Demostracidn, Todo x € ¥ puede cscribirse:
X + 1)3 (x 2 1)3
= -1
X ( 3 + (-1 5

al ser -1 una suma de cuadrados, x es también una suma de cuadrados
y por lo tanto un cuadrado, desde que F e¢s pitapgbrico, luego F es cua-
drdticamente cerrado con lo que se concluye la demostracién (véase el
ejemplo 7, cap. 1),

Teorema 2.5,3. Sean F un cuerpo pitagérico y A/F una extensién
de Galois finita. Son equivalentes:

a} i - WA es inyectiva.
b} Toda forma anisétropa sobre 7 permanece anisftropa sobre £,

Demostracién, Basta probar que a) implica b). 5i F no es real,
por el lema, F es cuadrdticamente cerrado, luego una forma g sobre
F, anisGtropa, debe ser necesariamente {1);, pues Wf =7, y es claro
que g, = {1}, es anisftropa sobre k. Supongamocs entonces que F es
formalmente real y consideremos Tr la '"transferencia' asociada ala
aplicacidn TK/F traza de la extensifn, Entonces, sig = {g,, ...,a,)es
F-formaanisbtropa, de 2.5, L. seobtiene (Tr(qk))p-lécﬁ =[K:iF]g, pues-

to que Im(r) ¢ Wxt, donde & = ¢(x¥/F). Por la inyectividad de r, se tiene
Trig,) =~ [k:Flg. Al ser g anisbétropa y F pitagbrico real es [£:F]g tam-
biénanisdtropa, pues, encaso contrario, existirfan elementos Xyr e va X



n = dimlg), donde cada x; es suma de [#:F)] cuadrados en p y algin
x,# 0 (pues alser formalmente realF, si una suma de cuadrades es ce-

ro, entonces todos los sumandos sonceros), tal que Qady ¥ oeen F ANy = 0.

Pero, por ser f pitagérico, cada 3 es un cuadrado, luege g es isétro-
pa, contrario a nuestra hipbtesis sobre g, porlotantodebeser [k:Flg
anigbtropa y entonces Trlgx) anisétropa, de donde es inmediato ver
que ¢, es anisbiropa,

EJERCICIOS

1, 5y~ V. LVa F-espacios cuadrédtices, demostrar que V, = (Vl)x i
L (Vg),» donde X/F es una extensién de cuerpos arbitraria.

2, Demostrar:

a) riWF - WK es un homomorfismo de anillos.

by S:WK - WP es un homomorfismo de grupos aditivos para K/F ex-
tensibn de grado finito. Ademi4s, si A/Fy [ /K son extensiones de gra-
do finito, S y T aplicaciones 4 - F y 1] = K, F-lineal y F-lineal, res-
pectivamente, no nulas, entonces las aplicaciones de ''transferencia”
asociadas, $' v 7", verifican(S o IM'=5" o 1.

3, SiXA/F es una extensidén de grado finita vy $1X - F unaaplicacién F-
lineal no nula, demostrar que si 5" es la "transferencia' asociada, en-

tonces Im{S') es un ideal en WF.

4, Sea K/F extensibn de cuerpos y denotemos por R =Imi{r), donde r:
WF — WK. Decimosque g es wia K-forma definida sobre F, si existe una

F-forma J tal que g =~ #,. Demostrar la equivalencia de las siguientes
praoporciones:

a} Si ¢ es una A-forma definida sobre F, entonces su parte anisé-
tropa g, es definida sobre F.

b) Sigy @ Lh son definidas sobref,y g y h sonX-formas, entonces
n es definida sobre F,

c) 81 g ¢ R, entonces y es definida sobre F.

d} Sif, es isGtropa, donde f es una F-forma, entonces existe una
F-forma g tal que f, =g, y g es isStropa,

e) 8ig € /i, entonces existeun g € ﬁ tal que g estd representada por
g, salvo el caso en que dimlig) = 0.

5, SiK/F es una extensién de cuerpos que satisface cualquiera de los
enunciados del ejercicio anterior, se dice que X/F es una artensidn ex-
celente.

a) Demostrar gue si toda forma anisétropa sobre F permanece ani-
sétropa sobre K, entonces K/ es una extensién excelente (luego toda
extensidn de grado impar, toda extensidn trascendente pura, toda ex-
tensién K/F, Galois finita con F pitag8rico y #(X/F) = 0 son ejemplos de
extensiones excelentes).



b) Supongamos que W(X/F) = 0, pero las formas anis6tropas de ¥ no
se preservan a f, entonces demostrar que A/F no es una extensibn ex-
celente.

6. SiK/F es una extensién algebraica de grado n, demostrar que K/F
es excelente si la condicifn d) en el ejercicio 4, o cualguiera de sus
equivalentes, se verifica para toda forma de dimensién menor o igual
que »n. {Sug: sea ; una F-forma anisdtropa sobre Fcong, isStropa, pro-
bar que g contiene una subforma ¢, con dim(go) < n tal que (gc}x es isH-
tropa. Para elle tomar p vector isbtropoparag, =V @ %, luego w=1u, ®
® ot .. tv,. @0, donde v, SV Yy og....,0, €5 Una F-Hase de X¥. Definir
V, como el subespacio generado por Vs v o0y B, A Vpse asocia una sub-
forma do de g, considerar luego una descomposicibn g = gs 1 91)‘

7. Aplicar el ejercicio 6 para demostrar que toda extensi6n cuadritica
es excelente.

8. Sean X/[ y I./F extensiones excelentes tales que W& /7) contenido en
A e = Im{rtWF - WL). Demostrar que £/F es excelente. Demostrar que
la propiedad de ser excelente para una extensién no es transitiva en
""torre. "

9. Demostrar que si #/7 es extensi6n de Galois con [K:5] = 2m, m im-
par, entonces K/f es excelente. (Sug: usar el ejercicio 8.)

10. Sean X, v K, extensiones de 7 que satisfacent
a) Fry isdtropa implica f;(l is6tropa, ¥ £ F-forma.
b) wlxy /7y c Wik, /F).

Demostrar gue si Kl/F es excelente, entonces fg/F es excelente.
Cuando es verdad a) y b}, demostrar que el {ndice de Witt de Iy es igual
al de ng para toda F-forma 7. (Sug: tomar » una,f(:_-forn'\a_ def]inida_ 80 -
bra F y demostrar que su parte anisbtropa es definida sobre 7.)

11, Sean [ /F y X/[ extcnsiones. Si# /7 es excelente y Wi /F) = ME/F),
demostrar que [/F es excelente. (Sug: aplicar el ejercicio 10.)

12. Sean K/F una extensi6én algebraica de grado finito y § y T aplica-
ciones F-lineales nonulas de ¥ en F. Demostrar que existe un automor-
fismo , del grupo aditive w4 tal que T = §+-h_ {Sugr ${{1),) es F-espacio
regular, luego T(x) = $B(x, b) para algin b € ¥, definir 7 tal gue rif) =
{By“f) )

13, Sea A/Ftalque [X/F] =ny X = Flg). Definimos $(1) = 1, S(z)
=5G% =... =5@") = 0. Demostrar que:

1) S D= - )7 L {1 - -Mx/r(a»' sin=2m,

i) SUBY=mg L {1y, sin=2m+ 1. (Sug: definir Koz Fo+, ..ot
+ Fg"?, luego considerar 5¢{ 1)) = F + X;, observar que sonortogonales.
Si n = 2m, demeostrar que g, 4%, ...,a"" generan un subespacio total-
mente isétropo en £, y aplicar el ejercicio 6 del capftulo 1. Se obtiene

£Ey=(m - 14 L k. De otro lado, calcular que d(Xy) = -g f2(X, como



espacio cuadrédtico), donde X® +... + 0, X + g, €8 el polinomio minimal
de g scbre 7).

14. A partir de las mismas consideraciones que en el ejercicio ante-
rior demostrar que:

i} si m = 2m, entonces S((a}n) = mH.

ii) sim = 2Zm + 1, entonces S({a),) = mf; L _ﬂi,c/,,(a). (Sug: proceder
en forma andloga al ejercicio anterior,)

15, Demostrar que la composicidn:
WF —= WK —s WF

coincide con la multiplicaciénpor 3({1},), donde S es una aplicacibn s
lineal no nula de £ en F.

16, Seca X = F(,\/E) una extensién cuadritica de 7, y TiX - Fdefinida por
(1) =0y T('\/Ti) =1, F-lineal,

a) Demostrar que la matriz asociada en la base {1, 4} al espacio
Tx) ). x €X, e8s

©ou
l: ], donde x = u + pvd w v €7
u dv

b) Demostrar de a) que T{{x),) es un plano hiperbélico si x es tal
que ler(x) es cuadrado en #.

17. Sik = F./3) es una extensifn cuadrética, apliquese el ejercicie 16
para demostrar que la siguiente sucesidn es exacta,.

| —> (f3 apr) — F P2 o f iR A gy

donde j es el homomorfismo inducldo por la inclusién y ¥ el inducido
por ¥ .. (Sug: usar el ejercicio anterior para la exactitud en X /K".)
18. A partir de las mismas consideraciones gue en el ejercicio ante-
rior, demostrar que:

1/2 o(F/FP) s oF 1°) < 1/2 olR/FPP.

19. Si ¥/F es una extensién algebraica de grado finito, o{f/#?) finito,
demostrar que o(#/F?) es finito. Lo recfproco no es verdadere, T.Y.
Lam ha demostrado el siguiente teorema (del cual construye un ejem-
plo de cuerpo [ que tiene un nGmero finito de clases médulo cuadrados,
pero que admite una extensibén f de grado finito con infinitas clases mbé-
dulo cuadrados):

Teorema, (9, cap. 7, apéndice)

Sea F una extensién normal de un cuerpo de nlimeros algebraicos
(extensién de grado finito de §). Toda extensién propia de yrado finito
de F tiene infinitas clases mé&dulo cuadrados.

§1



Aplique el tecrema enunciado para demostrar que todo cuerpo de
nfimeros algebraicos tiene infinitas clases médule cuadrados.

F.
Mo
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FORMAS CUADRATICAS SOBRE CUERFOS FORMALMENTE REALES
Y PITAGORICOCS

La teorfa dec los cuerpos ordenados tiene sus orfgenes en los tra-
bajos de Artin y Schreicr cn los primercs afios del presente siglo.
Ellos advirtieron la estrecha relacion entre elconceptode representar
clementos de un cuerpo come suma de cuadrados y la nocién de orden:
asf, por ejemplo, "la condicitn necesaria y suficiente para que un
cuerpo tenga un orden es quc la Gnica representacibn del cero como su-
ma de cuadrados sea la trivial (0= 0% + ... + 0%)', otambién'un ele-
mento es suma de cuadradeos en un cuerpo ordenado si, y sélo si, es
positivo en todos los 6rdenes del cuerpo'. Las principales ideas de
csta teorfa las desarrollaron conrelacifn al famoso "problema 17 de
Hilbert" presentado por Hilbert al Congreso de Mateméticos celebrado
en Parls en el affo 1900, el cual se ecnuncia como sigue: Sea f(,?’l, e

s Xn) € (X, .- ,]{“) vy Supongammos que para toda (xl, co.,x) € B para
la cual f(xl, ..., %) seadefinido sc tenga que f(xl, ..., %) 2 0, entonces
ces flry, . ... 4, } una suma de cuadrados en el cuerpo Q(Xl, Lo X7 Las

respuestas para los casos n= 1y =2 eran ya conocidas afirmativa-
mente en 1893. En 1927, Artindemostrd que la respuesta es afirmativa
conmayor generalidada la planteada por Hilbert, de la forma siguiente:

Sea F un subcuerpo del cuerpo real tal que I posee un Unico orden,

si f(¥y ..., %) € FlXy, ..., %) es tal que f(x,...,x) =0 para toda
(%4 oo -, 2,) €.2% 2n que estd definido, entonces J (4, ..., {y) cs una suma
de cuadrados en 7(X, ..., 4 ).

En los filtimos afios los considerables progresos alcanzados en la
teorfa de formas cuadrdticas han permitido asimismo el desarrolio vi-
goroso de la teorfa de cucrpos ordenados, En el presente capltulo se
estudiardn las formas cuadrdlicas sobre estos cuerpos. Para una lec-
tura mds amplia el lector puede consultar la obra citada en la referen-

. }
cia.

3,1, CONOS POSITIVOS Y CUERPOS ORDENADOCS

Sea Fun cuerpo y P < f; decimoes que P es unprecono positive en 2
si P satisface las siguientes propiedades:

P)P+ECE
P)P.PCP

P) -1¢Pp
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donde 2 = {x?/x € F}. También, P 7 se llamard un cone positivo en
F si satisface:

Pry Fa, i
Py Pn_P={y
ByPU-F=F.

Adviértase que todo cono positive es un precono positivo, pues si
@ €F, entonces @ €F o -a €F, luegoa®=0 + 2= (—a){-a) €F, en parti-
cular, 1 € P, luego -1 £ P,

Proposicién 3, 1.1. Sca P, unpreconopositivoen ¥, entonces existe

un cono positive P en F que extiende P, esto es Fy CF,

Demostracién, Consideremos la familia de los preconos positives
que extienden F;. Se ordena parcialmente por inclusidn y, aplicando el
lema de Zorn se obtienen elementos maximales en esta familia., Sea p
uno de ellos; observamos que Vx € 7, se tiene Px N (14 P)l=¢ b -Pxn
N{l+Pl=g. Puessipx=1l+g,y-mx= l+gzconp, g, €P enton-
ces —p1pgxa € 1+ P dec donde -1 £ P, lo gque es contrario a (F,).

Probemos quep |} -P=a 7. Seax ¢ F ysupongameos que Py n {1 + P} =
= ¢. Definimos P, = F . Px y entonces PC P, -x €P, P AP CR
Yy PRPa@ Py Si-1€Pp, entonces P N(1+P)<£ ¢, lo que contradice
nuestra suposicibn. Luego -1 ¢ p,, ¥ por lo tanto P, esunpreccno po-
sitivo que extiende p; entonces por la maximalidad, P = F,, y por con-
siguiente -x € P. Si fuese -Px n (1l + P} = ¢, procediendo en forma en-
teramente andloga, demostramos que x € P. Finalmente, tenemos
F N -P={0}, pues como P |J _P=}Fes inmediato ver que P -P es un
ideal de ', luego PN -P = {0} yaque un cuerpo ticne solamente idcales
triviales. [Ein consecuencia P es el cono positivo buscado.

Corolaric 3, 1,2, Sobre un cuerpof, cualguier precono positive P,
es la interseccidn de todos los conos positivos P que extienden a P.

Demostracidén, Tomemos un yx ¢ P, veamos que xy no puede perfe-
necer a todoe conec positive que extiende a P, Afirmamos que P,x N
N (1 + FPy) = ¢, pues si existen P, ¢ € F; talesque px =1 * ¢, entoncesx =

= (1+g)p (El,)s € P,. Come en la demostracifn de la proposicién ante-
rior Py = P - Py €8 un precono positivo que extiende pj ademds -x ¢ By
y por la proposicibn anterior se pucde extender F, a un cono positivo P
tal que -x € P, luego x € P.

' . ;
Dado un cuerpo 7, denotaremos porz F? el conjunto de las surnas de

cuadrados en 7; las siguientes propiedades de EFQ pueden demostrarse
en forma inmediata.

Proposicién 3,1, 3,

=
a) LFZ estd contenido en todo precono positivo.



b) ZFQ eg cerrado respecto de la adici6n.

c} (z F®) - {0} es un subgrupo multiplicativo del grupo 7.

Demostracién., c)siad+ ... +a2# 0, entonces:
e
2 a3y _ EERY-
f+ ... +227* = Z(Zaf)'

Decimos que el cuerpo F g5 ordenadofpor F) si existe en F un cono
positivo P. Andlogamente, F es precrdenade si existe un precono po-
sitive. Los elementos de P se llaman '"positivos’ y como es usual es-
cribiremos g = b para denotar que b - g € P. For ejemplo, en el cuera-
po  de los nfimeros reales P= {x € f/x = 0] (> ordinario de F) es un
cono positive en R, en cuyo caso la notacién usual de 7 coincide con la
que que estamos usando. Afin més, la teorfa de cuerpos ordenados es
una generalizacién de las propiedades de orden del cuerpo #, como
se podrd apreciar conclaridad en el presente capftulo. [En la siguiente
proposicién se vincula el concepto de orden y de cuerpo formalmente
real.

Proposicién 3.1.4. Sobre un cuerpo F, son equivalentes:
a) F es ordenado

b} 7 es formalmente real

c) g+ ... +o¥=0implicag,= ... =q, =0
d) ZFE #F.

Demostracién., La equivalencia de b} y ¢} es inmediata. d) - b);
si -1 es suma de cuadrados, entonces todo g € F es suma de cuadra-

dos, esto es F =EF2. a) - d) es inmediato b) - a). Como -1 GEF;",
entonces S F® es un precono positivo en F, en consecuencia, por la pro-
-

posicién 3. 1. 1., existe un cono positivo P extendiendoZFa, luego F es
ordenado.

Corolaric 3.1.5, Sobre un cuerpo F formalmente real}:ﬁa es la
interseccidn de todos los conos positives de F.

Demestracion, Como F es formalmente real, entcmcesFﬁ‘e es un
i

precono, y en consecuencia por el corolario 3.1.2. yla proposicién
3.1.3. a. se concluye esta demostracién,

Los elementos positivos entodo orden sobre F se llaman ''totalmente
positives”. El resultado anterior establece que un elemento es total-
mente positivo si, vy s6lo si, €5 una suma de cuadrados en F.

Cabe observar que si Pes un cono positivo en F, entonces P=P- f01
es un subgrupo multiplicativo de F, cerrado aditivamente, de Indice 2
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en i. Reclprocamente, 51 ¥ es un subgrupode F, cerrado aditivamente,
de fndice 2 cn 7, entonces Fy= F ) {0} 5 un cono positivo en F.

Lema 3,1,6, 5i P, y P, son concs positivos sobre un cuerpo F, en-
toneces Py ¢ P, implica que P, = F;.

Demostracibn, Se deja a cargo del lector.

Proposicién 3.1.7. Y\)II 7@ es un cono positivo sohre F, si, y sélo si,
F tiene un finico orden.

Demostracidn, Siz_ﬁ“z es un cono positive, eantonces, como cual-
quier cono P contiene a 2}“2 del lema anterior se tiene que;}"z = r.
En la hipStesis de que F tiene un tdinice orden, supongamos que ZJFE no
es un cono, luegoyﬁ’2 u - ZFG # F, yventonces, deacuerdo con el coro-
lario 3. 1, 2. para x ﬁZFﬁ Yy X § - ? F? existen conos positivos Py v Py ta-
les que x € P, ¥ -x § Po. Pero, por la hipdtesis, P, = P, establece una
contradiccidn, luego esZﬁ'g el finico orden sobre ¥,

Ejemplo 1, Consideremos el cuerpo fF de los nOmeros reales, es
facilestazblecer quez R® esuncono de orden en R, y por lo tanto, # tie-

ne un finico orden. De modo andlogo, ocurre en el cuerpo  de los ra-
cionales.

Ejemplo 2. Todo cuerpo formalmente real, con dos clases médule
cuadrados, se llama un cuevps euclidiagnoe. Si Fes CULC].].dl’ll'lO, Lntonces
F/Fd" {1 —l} Luego, 51 %, ¥ €F, ambos no nulos, entonces X t=uts
P +yf=-yf Si fuese la segunda posibilidad, supongamos que x# 0,
luego l + ly/x)® = -(u/x)? dedonde -1 es suma de cuadrados, lo que es
contrario a que 7 es formalmente real, entonces debe ser x® + % = /5,

esto es, F es pitagbrico, por lo tanto ; P = 2, y por la proposicifn

3.1 7., F espitagbrico con un solo orden. Observar que existen cuer-
pos formalmente reales con un solo orden, pero que no son pitagéricos,
por ejemplo g

3,2, EXTENSION DE ORDENES Y CUERPOS ORDENADOS
MAXIMALES

Sean Fun cuerpo real (usaremos ''real" por 'fermalmente real'),
Pun ordenen 7y f =<g,, ..., q,> una F-forma de grado n., Definimos:

Slgp(f) = nt - n”

donde 1’ = nfimero de 2, € Py # = nGmero de 23 € -F,



Proposicién 3,2.1. Sige(’) es un invariante para la clase de equi-
valencia de f = <qg,, ..., q,>-

Demostracién, Supongamos f = <a¢,, ..., a,> = <hby, ..., k> = g so-
bre 7. Elegimos un 7-espacio cuadritico (I, B) con bases y,, .- .,y ¥
Uy, .. 0, tales gue Blu,u,) = o, Elup)= kv Bly,.u) =58, 5)=0
si 1 # f. Afirmamos que si Tys - - -2 0, SON todos los g, € P {esto puede
suponerse reordenando, sies necesario, los 3, en la representacibn
de f) v by, ..., 7, todos los b, € P, enfonces, y;, ..., U, Deys -- 0 By SON
linealmente independientes. En caso contrario, cxistirdn g

Plar ..., bienF, notodosnulos, tales que ailiy + ... + dpdp = Dl Dyn + . ..

' i
1;---1@,.!

T T
, _ e R
. *bv,, de donde sctiene: 5’(? iy Zo.',u,_,) = B G e bt h

s=1 =1 =l k=p ¥l

e:s't;old es {01, +ouu @l Pa, = (7 Phosy +. ot {¥! )®r € -P, porlo tanto
@100y +...+ (2!)?q, € -P, loque no es posible, por lo tanto r + (n-g) <
< dim(y) = n, luego » =g, y por simetrfa podemos probar que g £ r vy
concluir gue r = g, por lo tanto Sig,(f) = Ste.{gh

Podemos definir entonces una aplicacién Sig,: WF - 2 tal que a cada
elemento f € fF le hace corresponder el entero Sigp(f). Esta aplica-
cibn se llama la aplicacién de sigrnatura reaspacsto de P, Observamos
que Sig, estd definida sobre WF debido a que Sigp(<1, -12) =0, Ademés
se prucha directamente gue Sig, es un homomorfismo de anillos, Si f
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es una F-forma de grado n, entonces decimos que '"'f es positiva defi-
nida'’ respecto de P, si Sig.(f) =7 que''f es negativa indefinida res-
pecto de P, siSig,(f}= -n, y que ''f es indefinida, si |Sig,(f}| <n.

Sean ¥/F una extensidén de cuerpos y P un orden en ¥, decimos que
unt orden P'oen g, extionde Pafg, 31 PP nF=pF. También decimos que P
es la restriccitn de P' a 7.

Propeeicién 3.2.2. Seanf/F una extensifénde cuerpos y P un orden
en f, P se extiende a § si, y s6lo si, toda forma cuadrética sobre F
positiva definida respecto de P, es anisGiropa sobre ¥.

»

Demostracibén. Observamos que toda P-forma positiva definida res-
pecto de P ¢s anisbtropa sobre f, puesto que E=p- {0} es un grupo
multiplicativo cerrado aditivamente {(recordar que las formas conside-
radas son regulares). Reclprocamente, supongamos que esta condicién
es satisfecha.

h
Definimos P, = {z 0% oy €5, x X n €]

i=
LEs inmediato verificar que P+ P, C P, VY Py« P, = P,.

Ademés -1 £ P; en caso contrario, existen x,..., x €X%, no to-
0 o ! -
dos nulos, tales que -1=g.x% +...+ a2 % ,ay € P, esto es, la F-forma
2371 v ¥r s O3
CLy Gy vens Qo) uees positiva definida respecto de P, es isbétropa so-
1 e 9 P P P
bre ¥, contrarioala hipétesis, También g% < p,, por lo tanto, F,es un
precono posgitivoen ¥ y por la proposicitn 3. 1, 1. existe un cono P! en [



que contienea P, como P' N F es un cono positivo en F vPcP nF del
lema 3. 1.6. se tiene que P! N F = P, esto es, P' extiende a P.

Corclario 3,2,3, Sea g/F una extensi6n de grado impar, entonces
todo orden de F se extiende a 7,

Demoatracién, Por el teorema 2. 3. 1. toda forma cuadritica ani-
s6tropa sobre F' permanece anisétropa scbre ¥, en particular las for-
mas positivas definidas respecto de algGn orden P de F, luepo por la
proposicibn anterior P se extiende a f.

Corelario 3,2, 4, Seag =7 (ﬁ ), una extensifn cuadritica de 7.
Todo orden P de F se extiende a ¥ si, y s6lo si, 4 € P.

Democstracién, Sea P' una extensibn de P a ¥, luego d = (J2repr,
entonces ¢ € P' 1 F = P. RecIprocamente, supongamos gue no exista
extensifn de P a ¥, luego existe una forma f=- {@,...,a, DPositivade-
finida respecto de P que es isétropa sobre g, por lo tanto podemos en-

n
contrar x; e ¥, en #, no todos nulos, tales que z oy + AR =0,

=1
n n ]
o Q4 R
de donde Z.aix" +d }_‘giy? = 0, esto es g = - " ya € -P, y por consi-
— > 1 1

ey

=1 St

guiente 4 ¢P.

Corolario 3,2,5, S5ix/F esuna extensién trascendente pura de grado
finito, entonces todo orden de 7 se extiende a g,

Demostracifn, K tiene la forma p = Fliy, v vrx,), cton x, elemen-
tos trascendentes sobre 7. Porlaobservaciénd), pdg. 32, sabemos que
las formas anis6tropas sobre F permanecen anisétropas sobre g, por
lo tanto, todo orden se extiende de F a .

Nota: En los corolaries 3.2,3 y 3.2.5 podemos observar que la
condicién que determina la extensidn de ios 6rdenes de F a ¥ s que en
ambos casos las formas anisétropas sobre F permanecen anisétropas
sobre ., Mdés generalmente, si ¥/F es una extensién de un cuerpo real
F, vy sabemos que las formas anis6tropas sobre # permanecenanisé-
tropas sobre f, podemos concluir que todo orden de F se extiende a K

Un cuerpo F sellama ''cerrado-real' si es formalmente real y toda
extensibnalgebraica propia de F es no formalmente real, esto es, F es
formalmente real maximal,

Proposicidn 3,2.6, Sea ¥ un cuerpo cerrado-real, entonces § es
euclidiano y todo polinomio de grado impar en ¥[X] tiene una ralz en x.

Demostracifn, Veamos que y tiene s6lo dos clases médulo cuadra-
dos. Sean P un cono positive en g ve €P. Sig no es cuadrado de al-
gln elemento de #, entonces, en virtud del corolario 3, 2.4., Pse ex-
tiende a x(,/a ). Porconsiguiente, ¥ admite extensiones propias que son
formalmente reales, loque es contrario a que ¥ es cerrado-real, luego



F:= P, ycomo gy =Py -P, se concluye que ¥ es euclidiano, Sea JX) un
pelinomiode grado impar con coeficientes en . Podemos suponer que
7 es irreducible, pues, en caso contrario, se toma un factor irreduci-
ble de grade impar def, que existe, precisamente, porque el grado de
F es impar, Sigr(f)> 1, seconsidera [ = ¥[X¥1/{), donde () denota el
ideal principal generado por f en LX) + L/K¥ es una extensi6n tal que
(L:xk) = gr(f) > 1, v, como [L:f] esimpar, todo orden de § se extiende
arl, y por lo tanto [ ¢s [orrnalmente real, lo gue contradice nuestra
hip6tesis sobre g, Luego, f(X) es de grade 1y, por lo tanto, tiene una
ralz en g,

Proposicibn 3,2,7, Sea g cerrado-real, entonces:
a) k(i) es algebraicamente cerrado, donde 1% = - 1.
b) Los polinomios irreducibles sobre g[X] tienen grado = 2,

Demostracidn, Veamos primero que p{t) es cuadrdticamente ce-
rrado. Tomemos x € {(1), luego x =g +pi cong, F} €X. 5i £t =0, en-
tonces x =g y, como & es euclidiano, g ¢35 un cuadrade o ¢l opuesto de
un cuadrado, v cn consecucncia yx €s un cuadrado en i (1) en este caso,
Supongamos b # 0; debemos encontrar y, v €K tales que sea g +phi =
= (u+vi)®, esto es g = y® -v?® y b = 2uv, de donde u* - gu® - B3/4 = 0.
Si escribimos k=y? es % - gk - £%/4 = 0, y como a® + ¥ > 0, podemos
considerar que (g2 + £2)% denote la rafz positiva de o® + »% en ¥ yenton-

3 Y
ces obtenemos X = o+ @ +b9)% o fuese g + (2% + ba)ﬁ = 0, entonces
a ~(@% + ba)% < 0y, por consiguiente, g2 -(o® +£%) = 0, esto es -3 = 0,
luego b = 0, contrario a la eleccidén de &, Resulta que % » 0 y entonces
% = ,® tiene solucién en %.

Probaremos ahora que 7(1) es algebraicamente cerrado. Fara ello
sea L/K({) una extensibn algebraica finitade () = 7/ v veamos que [, = 7.
Sin pérdida de gencralidad podemos suponer que [/x es de Galois con
grupo ¢ (tomando la "menor' extensifn de Galois de ¥ que contiene a [}.
Si escribimos [L:f] en la forma 2'm, con m impar, entonces, aplicando
el teorema fundamental de Galois, al subgrupo de Sylow de orden 27 de
@ le corresponde una extensién ' de § de grado m;, impar, lo que im-
plica 1" real, vy, porlotanto, m= 1. Resulta que L/k es Galois de grado
2T, entonces L /F es Galois de grado 28, Por aplicacifn nuevamente de
la correspondencia de Galois a la extensifn L/F, teniendo en cuenta que
su grupo de Galois es un Z-grupo, tenemos que, necesariamente g = 0,
pues si g = 1, aplicando la correspondencia de Galols existirfa una ex-
tensién cuadritica de F, lo que es contraric a que 7 es cuadraticamente
cerrado. Luego ] = F.

Ahora, como f(1)esalgebraicamente cerrado, se concluye inmedia -
tamente que los polinomios irreducibles sobre & tienen grado < 2,

Sea (1, P), donde 7 ¢s un cuerpo y P un orden fijado en ¥. Una ex-
tensibn algebraica L /x se llama wuna "clausura real” para {f, P), si[
es cerrado-real y el orden P es la restriccibn a 7 del Gnicoordende].
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Teorema 3.2.8., Para todo cuerpo ordenado {F, P) siempre existe
una clausura real.

Demostracibn, Consideremos la familia (x', P') tales que x'/F es
una extensidnalgebraica y P unordenen ' que extiende P. Esta familia
es inductiva respecto del orden por inclusién y, por el lema de Zorn,
existen elementos maximales. Sea (f,, P,) un elementc maximal, Ob-
servemos que P, es el fnico orden en K., pues sl se tomaa € P, en-
tonces g debe ser un cuadrado de algln elementodef,. Encaso contrario,
por el corolario 3.2.4., P, podria extenderse af, (/&) 1o que no es
posible por la maximalidad de (x,, F). Luego P, = k% y, por la propo-
sicifn 3. 1.7,, P, esellnicoordensobrey,. Ademds, si ({1, Py) tuviese
una extensién propia ordenada, ellainducirfa el orden P, sobre Ky v, por
Io tanto, P sobre 7, lo que nuevamente es contrario a la maximalidad,
Luego (¥, P,) es cerrado-real,

Nos proponemos ahora demostrar que la clausura real de un cuerpo
ordenado (F, P) es finica, salvo isomorfismo sobhre F, Haremos antes
algunas consideraciones.

Sea 4 una F-dlgebra de dimensifnfinita. Sabemos que estf definida
la aplicacibn traza, Trid = F, aplicacién#'-lineal, que, a suvez, permite
definir una forma cuadrdtica I sobre F por T{x y) = Trix - ¥). T se
denomina la forma traza asociada a 4 (véase el apéndice A).

Supongamos que f(I) es un polinomio sobre F y consideremos 4 =
= FLX)/(#); A es un 4lgebra scbre F cuya dimensién es < gr(f)., Sean P
un orden en F y F, un cuerpo cerrado-real que contiene a F y cuyo Gnico
orden induce P sobre F. Observemos que la forma traza asociada a la
F.-4lgebra 7, @ F[X)/{f) es precisamente la forma traza 7, asociada a
la F-&lgebra FlX]/(#), considerada sobre F,; es decir, F, 9; = (T b
Se desea calcular en primer términoc Sig,(T,). Supongamos que f{}f) no
tiene rafces mtltiples en F,.

Teorema 3.2,9, Con las notaciones precedentes:
Sig,(7,) = nGmero de ralces de f en F,

Demostracién. ComoSig,(T,) = Sig,(T: ), sc calcula sobref,. Luego
J se factoriza en polinemiocs irreducibles lineales y cuadriticos segin
la proposicién 3.2.7. Escribamosy = f...7 0... 7, tales que gr{(f,) =
= lygr{g )= 2, donde todos los factores son difcrentes puesto que f
tiene todas sus rafces simples, Como:

_ R eFlx] FlX]
F.e (r) (r}

por el ''teorema chino del resto' (véase el apéndice B) se tiene:

Fo@d=F.®FLX1/()
F F

Fo® 4= FlXU/ ) o x F LX) x Pl g . .o x F1X )/ (@)
.

o

esto es FPB;A”‘FPX...XFP x Fh x.,.x Fb donde 7| = F (1) con 4= -1,

Pero, la forma traza asociada a Fo @ A, restringida a cada factor de la
£



forma F,, es la forma (1) sobre F, v sobre F} tiene por matriz en
2 0

0 2]. Luego F} como espacios cuadrdticos son planos

la base {1, 1} a [

hiperbélicos sobre F,. Ohservamos también que los subespacios son

mutuamente otorgonales respecto a la forma traza de Fo ® 4. En con-
H

secuencia, Sig,(T,JFP =T,

Nota, Este resultado significa que el nfimero de rafces de un
polinomio en un cuerpo cerrado-real que contenga a F, depende dnica-
mente del tipo de orden inducido por el cerrado real y nodela eleccién
del mismao,

Recordamos que si f/F es una extensifn de cuerpos, b € es un
elemento F-algebraico y hif' = L un morfismo de cuerpos, entonces ki
puede extenderse a F(3) si el polinomio J" donde 7 esel F-polinomio
minimal de b y f* se obtiene aplicando » a los coeficientes de f, tiene
una rafz en [.

Corolario 3,2, 10, Sea x/F una extensi6n de grado finito conf = Flx),
entonces un orden P sobreFse extiende a ¥ si, v s6lo si, el F-polinomio

minimal 7, de x tiene una ralz en toda clausura real de (7, P).

Demostracién. S5i 7, tiene una rafz x' en una clausura real ' de

(7 G Fix = O 0 O COn e o o d e GO
por el nicoorden de x' sobre F{x') proporciona un orden sobre Fix) =%
vlia el isomorfismo. Reclprocamente, siPseextiendea f, se considera
una clausura real (! P') de (F, P)tal que ¥ &', luegof, tieneuna ralz
en ¥', y como elnfmero de ralces en una clausura reales independiente
de la clausura elegida, se sigue que f, tendrd una ralz en cualquier
otra clausura real de (7, P).

Teorema 3,2.11. Sean (¥, P') una extensitén de grado finite del
cuerpo ordenado (F, P){estoes, FQX vy P NF =F), y h:F -~ una inmer-
5i6n de F enun cuerpo [ cerrado-real, que preserva el orden, entances
existe una extensién h' de h a ¥ , la cual preserva el orden,

Demostracién, Podemos suponer ¥ = F{b)} porque la caracterfstica
de los cuerpos formalmente reales es cero (claramente, por la propo-
sicibn 3. l.4.¢. nopuede ser 1 +...+ 1= 0). Sea f(X) el F-polinomio
minimal de by consideremos una clausura real ! de ;. Por el teorema
anterior, al tener J una rafz en §' se deduce que fh(X) tendrd una rafz
en 7, desde que hidentifica # como un subcuerpo de [ y por la observa-
cién previa al corclario 3, 2, 10, existe una extensién k' de  a f, con
lo que se garantiza la existencia de extensiones de 4 a . Supongamos
que ninguna de las posibles extensiones de h a ¥ preserve el orden,
entonces, denotando por hy,...,k, estas extensiones, existeng, €F
tales que o, € P! pero k{a,) ¢ L? (L? es eldnico orden de [). En virtud
del corolaric 3.2.4., podemos extender P' a ¥{(, /41, ..., /&,). Conside-
remos g una extensidn de hy a f{(ﬁl, ....ﬁn), que existe por lo
demostrado ya, luego: hyle,) = glo) = g{(,/2,)%) = (g(./2,))* € L% lo que
es contrario a la eleccidn de o,.
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Teorema 3.2,12. Seajf una clausura realdel cuerpo ordenade (F, P)
y X' uncuerpocerrado-real. 5iA cs una inmersién de F en ' que pre-
serva el orden, entonces kh se cxtiende en farma fGnica a g.

Demostracién, Por aplicaciédn del Lema de Zorn y del teorema
3.2.11. resulta inmediate que A puede extenderse a f. Veamos la
unicidad, sig; v gp fuesen cxtensiones de x a f, consideremos g €y
sean gy < ag... <@, todas las ralces del F-polinomio minimal de ¢ que
estidn en 3 por lo tanto, gla,) <...<gle,) son todas las ralces de fb
en ' por el teorema 3.2,9. y lo mismo ocurre con gafa)e . < gala,).
de donde resulta gyla,) = gola,h, £t =1, 2,...,r v en particular mnle) =
= gola), y por consiguiente g, = g,

Corolario 3,2, 13. (Unicidad de las clausuras reales), Sean {(F, P)
un cucrpe ordenado y X, ¥ Ko dos clausuras reales de (F, P}, entonces
existe h:f, - K, un F-isomorfismo de | con x, que preserva el orden.

Demostracién, Sean $:i7 =%, y JiF = ¥z las inmersiones canfnicas
de Fen f, v k. Por aplicacién del teorema 3,2, 12, obtenemos P tkg -
- K, extensibn de 4, vy hy ik, = K extensidn de j, entonces hyhif, - 13
que extiende a 7, por la unicidad en el teorema mencionado, es la
identidad sobre 7, y, andlogamente, Rk, sobre g, Luegoh, y A, son
F-isomorfismos inversos que necesariamente preservan el orden.

Corolario 3,2,14, Sea f una clausura real de un cuerpo ordenado
F, entonces todo endomorfismo sobrc 7 de ¥ es la identidad sobre ¥.

Demastracién, Tal endomorfismo es una extensién de la inmersibn
1iF = ¥, y como la identidad es otra extensifn, por la unicidad se con-
cluye que ambas coinciden,

Proposicibn 3,2,15, Sean f/F una extensi6n algebraica de grado
finito y P un orden en F que se extiende a ¥, entonces:

a) El nimero de diferentes extensiones de Ff a f es igual al nfimero de
diferentes F-inmersiones de f en una clausura real (arbitraria) de
(F, P).

b) 51 f/F cs de Galois, entonces el nfimero de extensiones de Pa § es

(r:F].

Demostracitn, Como caract(F) = 0, existe g € ¥ tal que ¥ = 7{a).
Sea F(X) el F-polinomio minimal de g, y sean g, ... »a, las diferentes
rafces de F(¥) enuna clausura realde (7, P) que contiene , por lo tanto
existen F-morfismos de cuerpas 7, :}{—»F(aj). Definimos P, como Py =
= {x €K/hy{x) » 0 en Fla,)}, donde el orden considerado sobre Fla,) es
¢l inducido por el Gnico orden de la clausura real, [, considerada, Es
inmediato verificar que P, ¢s un cono positive en ¥, Supongamos que
P, = P,, entonces hjh,"l:jf‘(a,‘) - Flz,) es una F-inmersién de Fla,) en 7,
real cerrado, que ademis prescrva el orden. Como 7 es uwna clausura
real de Fig,), aplicamos el teorema 3.2.12. y encontramos un en-
domorfismo de [, Envirtuddel corolaric 3. 2. 14. tal endemorfiamo es
ila identidad, esto es, sobre [ es h,dhl‘l(x) = x, y en particular, o, =

= hyha, ) = Ryla) = a,, luego {= j. Sea shora P' un orden sobre f, que



extiende el orden P de ;. Consideremos L' una clausura realde (¥, F'),
L' es también una clausura real de (7, P), per lo tanto existe h:L' = [,
F-isomorfismo de cuerpos ordenados, luegohla) = o, paraalgtn j=1,...

., 7 y entonces k= h, sobre §. Observamos gque si x € P! es hlx) > 0
en [ y luego P! < p,, esto es P! = P|.

b) Six/# es de Galois, todas las rafces de f(X) estdn en § y, por lo
tanto, en la clausura [ considerada.

3,3, ESPACIO DE ORDENES

Sean # uncuerpo formalmente real y £ un cong de oxden, cn &, es ing
mediatoobservarque £ = £ -{0] verifica P+ F &P, F+ P&F, PU-F=F
yF N=-F= ¢, yreclprocamente, si 4% F verifica A+ 4GS 4, A- A< Ay a4y
Yd=ty AN-4A=4¢, entonces AU {0} define un orden £ en ¥ tal que
F'= 4, Por cste m(_)tivo, es equivalente considerar conos positives, £,
0 "sus reducidos', . En la presente seccifn seconviene cn considerar
los conos reducidos y en consccuencia al referirnos a uncuerpo ordenadoe
por el cono F, nos referimos al cono reducido (o sea, O E}‘.P).

Denotemos por 0 la coleccifn de todos los 6rdenes sobre F. Sea f
una F-forma cuadrética. Definimos la "signatura total de f" como la
aplicacidn j‘:':OF--Z tal que f{P) = Sig, (f). También podemos definir
pif = F, aplicaci6n de WF en 2° = anillo de las aplicaciones de g, en 7,
con las operaciones ''coordenadaa coordenada'', Enesta seccibn vamos
a estudiar la conexifn entre la signatura total de una forma cuadréitica
v su estructura, asl comeo también las relaciones entre el espacic de
&rdenes y el anillo de Witt.

El primer paso en este estudio es dotar al espacio de 6rdenes 0, de
una estructura topolégica adecuada. Todoorden P define una aplicacibn,
que denotamos también por P, F - {1, -1}, tal que Pla)=1, sig € pF,
v Pla) = 1, si -g € P. Asi, podemos sumergir{J, enelespacio {1, - l}F,
provisto con la topologla producto, donde {1, -13 es considerado con la
topologla discreta. Luego ¢, hereda la topologfa de {1, - 1}’, que, por
el teorema de Tychonoff, es un espacio topolfgico compacto, Los
abiertes sub-bdsicos de {1, -I}F son de la forma:

o= {7F = (L -1/fle)=tic el t=%1)

Se observa que H, , es abierto y cerrado desde que su complemento
£
es B _;;ash, {1, -1} es totalmente disconexo.

Proposicién 3.3.1, 0, con la topologfa inducida por {1, —1}’:', es
compacto y totalmente disconexo,

Demostracién, Es inmediato observar que la componente conexa
de un P € O se reduce a {P}, puessiexistiese FP' # P en la misma com-
ponente, entonces existe g &€ Fotal quea EPy -a € P, luego P EH Y
P € HB,_l, loque proporciona una disconexién de la componente conexa,
lo que es absurdo. Para demostrar la compacidad de ¢, basta mostrar
que g, es cerrado en {1, - I]F. Para ello se toma j’:i - {1 -1}, pero
tal que 7 € 0:. Sif(F) = 1 seconsidera H—:,p vJS EH_;, ,» peropara todo
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P &0 PEA,,, estoes ,;,; esunavecindadde f que no interseca a Or.
51 fuese £(F) = -1, se considera Hl _, ¥ se concluye en forma anc’a.loga
Podemos por lo tanto suponer que 7 es suryectiva. Def1n1mos en J
elementos "positivos' si son aplicados por fen 1 y 'megativos' si
son aplicados en -1, pero, como f ¢ 0 entonces existirdn g, b € F
""positivos'’ talesque g + b o g * b no son "positivos”. Si se denota por
¢ cualquiera de estos dos elementos, consideremos el abierto bdsico
Hy nHu,;ﬂHc,_l- Vermos que €l separa J de 0. Por lo tanto, O; es
cerrado,

Los sub-bisicosde Of son de la forma Ha 2 NOp= [P EO0fa € P}, con
I EF, OHa L N0 = {PEC/-C £P)= __a N nOF, por lo que bastard con-
siderar 103 sub- bésmos de la forma Hn . o € #. Estos conjuntos se
denotan por H{z), o ek, v se llaman con;untos de Harrison. Se llama
{H{a}}.e# a la sub-base de Harrison de la topologla de O,

Corolario 3,3,2, Sig es una forma F-cuadrdtica, entonces la
"aignatura total'g: 0, = Z es continua.

Demostracién, Como lasuma de aplicaciones continuas s continua,
basta considerar g = (g} y cbservar que:

ML) = [P €0 /Sigla)=1) es ¢, sitl A2 |

Ha), sit=loH{-a) sit=-1L

Asf, el homomorfisme de anillos ¢, definido por cig a&, tiene su
imagen en((0¢, £)= anillo de las aplicaciones continuas de 0, en Z, donde
se considera la topologla discreta sobre I,

Sea § un subconjunto de ¢, denotemos por Ay la funcién caracteristica
de &, esto es hg; es definida sobre (0. v tal que R (P} =1, si P £S5,
vhe(P} = 0, siP¢ 5. Es inmediato observar que hg € 00, £); 51 5 es
un conjuntoabierto y cerradoeng,. Ademds, supongamos que® 600, Z),
entonces A4 = J""(n} es un abierto y cerrado en 0, la familia de abiertos
{4,}ae; ®8 un cubrimiento abierto de ¢ y, por compacidad, existe un
nlmero finito de 4. 's cuya unidn es 0, esto es g, = Agg U eee U Ag s don -

T
A
de f(ﬂ“d) =ny. Entonces tenemos gque J = L nihk“x ¥y, en consecuencia,
=
la familia de aplicaciones {h}, cuando § recorrelos conjuntos abiertos-
cerrados de 0; genera aditivamente 0(0f, £).

Después de estas consideraciones generales nos concretaremos a
establecer la correspondencia de Harrison-Lorenz-leicht entre los
ideales de WF v 0:.

Teorema 3,3,3, Sean F un cuerpo real vy 0, su espacio de drdenes.
Existe entonces una correspondencia biyectiva entre Op y el conjunto de
los ideales primos de JF que tienen caracteristica cero.

Demostracibn. Consideremos un orden P sobre F y sea ¥, una
clausura realde (¥, P). Esinmediatoobservar que Sig:¥f — 2, aplicacibn



de signatura respectoalnico orden de F,, es un isomorlismo de anillos
{véase el ejemplo 9, cap. l). Elnficleo de la aplicacibn:
@i
W i WE, =g z

que denotaremos por &, s un ideal primo de F de caracterfstica cero,
desde que {4,?"/'9,, es isomorfoa F. Setiene entonces una aplicacibn P - &,.
De otro lado, supongamos gque £ es un ideal prime de WF cuya caracte-
ristica es cero, definimos:

P={a €Fi(a, -1 €9).
Observamos guc:

a) Sia € ¥, cntonces {ay = (1) o {a) = {-1) mbéd &, entoncesag €FPo
wqg €P. Sig, b &P, entonces gb € P.

b) Seang, b € P, entonces como {g, b) = {a + b) {1 ab) enkF, en i¥F/g
serd 2(1) = 2{a + B} y, como la caracierfstica deF/@es cero, entonces
(1) = {(z +F) en }F/@, estoes, o +p €F.

De loobservado en (o) v (3) tenemos que P es un orden en F y pode-
mos considerar laaplicacién & - P. Es f4cil ver que estas aplicaciones
son inversas y por consiguiente definen una biyeccibn entre &¢ y los
ideales primos de WF de caracterfstica cero.

Observacién: En la demostracién del teorema, se puede ver a las
claras que basfa exigir que la caracterfstica de # sea diferente de &,
para gque P sea un orden.

Teorema 3.3.4. Sea J uncuerporeal, entonces 1os ideales primos
de WF se clasifican de la siguiente formas:

a) Ideales primos de caracteristica cero, los cuales son minimales.
b) 7F, fnico ideal de caracterIstica 2.

¢) Ideales primos de caracterfstica # 2, 0, los cuales son obtenidos
como nficteo de la aplicacidn:

r h
W — Wi~ 7 — 2y,

donde 7, es la clausura real de (7, P), para Pordenen 7/, p # 2 es un
primo y A es la reducciénmdédulo p. Estos ideales se denctan por &, .

Demostracién., Por el teorema anterior, al ser Fformalmente real,
Op # ¢ v existen entonces primos de caracterfstica ceroen fF. Veamos
que estos sonminimales. Supongamos que &, seaidealde caracterfstica
cero, definido por el orden F de F, si # es tal que # < &, & primo;
entonces si caract{®) = 2, resulta &, = JF ya que es el Gnico primo de
caracterfstica 2 {véase en la padg. 21, la observacién después de la
proposicién 1.5, 1.}, eatonces caract(@) # 2 es 0 6 p. Si caract{@} = p,
entonces, suponiendo demostrado (¢), es# = @, 5 donde F' € 0¢, v como
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ot &1, p &, obtenemos gue F1 &, entonces P' & F yportanto Fr=P,
de donde € = &, esto ¢s & es minimal

b) Como se sefald ya, esto se demostrd en el capftulo 1; por lo tante,
para completar la demostracidn queda por probar c). Observemos que
los ideales ¥, ; son maximales y de caracter{stica P, pues WE/€s, 5 es
isomorfo al cuerpo finito X, Ademds, si considero #,, segln ha sido
definido en elteorema 3. 3. 3., tenemos & &', , vy afin més, &, , es el
Gnico primo de caracter{stica f que contiene a £y, pues, sié fuese ideal
primo tal que caract(®) = p y & & &, entonces el homomarfismo de
cambio de clase WF/&. = WF /€, induce la reduccidn médule £ de £ en Z,
desdeque WF/@ = Z v WF/¥ = Z. Luego, siq €,, es Sige(g) =mp, esto
es g +& =0 en #F/&, de donde Fp, p TE.

Sea ahora @ unideal primo en #F, caract(f) = p # 2, entgnces segin
la observaciénhecha al finalizar el teorema 3,3,3%., F= {a & §/ {a, -1y €
€&} ¢csunorden sobre F, Se probard que & S, con lo cual se concluye

que & = &, , de acuerdoconlodemostradoya. 5i¢ = {21,...,3,) es una
F_formaial que ¢ € &, entonces Sige{g) = 0, de donde cabe suponer que
21, ...,0, estdn en Py -3+, ..., -2, € P conn =2r, es decir {ay, -12 €

EP vy (-n; -1 €2, de donde ¢ g,

Corolaric 3.3.5, SiF es un cuetpo noreal, entonces ¥ es unanillo
local con un Gnico primo,

Dermostracidn, Si existe un primode caracterfstica # 2, éste define
un orden sobre F.

Volvamos ahora a ocuparnos de la "'signatura total’ de una forma
cuadrdtica., Mdés precisamente, vamos a demostrar que sig €WF es
tal que & =0 en 0(0s, Z), entonces g € WF es un elemento de 2-torsibn.
$i F es un cuerpo no real se conviene en que (0, &) = 0.

Teorems 3,3.6, Elnfcleo de la aplicacifn c:F — G{0, £) tal que
alg) =§ es de 2-torsibm.

Demostracidn, SiF ne es real, JF es el nilradical de wF por el
corolario 3.3.5., luege existe un entero positive r tal que 27({1) = 0,
de donde 2'WF = 0; en particular tode elemento de yF es de 2-torsifn y
WF = WF, = subgrupo de torsifn del grupo aditive yF. Lluego el teorema
se cumple si F' no es formalmente real.

Supongamos que F es un cuerpo euclidiano. Entonces al existir un
Ginico orden sobre F, la signaturatotales la signatura respecto del finico
orden de F y por lo tanto, ¢ coincide con la aplicacién de la signatura
de WF en 7 que es un isomorfismo de anillos, lLauego el teorema es
verdadero si F es euclidiano.

Procedemos ahora enel casogeneral. Sea g € WF y supongamos que
g no es de 2-torsibn. Veremos entonces gue se puede construir un orden
P sobre p tal que Sig,(g) # 0. Por la aplicacibén del Lema de Zorn, po-



demos encentrar un cuerpo §, tal que F X, dentro de una clausura
algebraica de ¥, talque ¥ es maximal respecto de la siguiente propiedad:
gy no es de 2-torsibén sobre g,

K resulta formalmente real por la primera parte de la demostracibn,
Probaremos que § es euclidiano; en caso contrario, existeuna clase
médulo cuadrados # #1. Sea & un representante de tal clase, esto es
a ¢];'3 v -a éf{a, luego }(’(J& ) yX(JTa,) gon extensiones de grado 2 de ¥,
Denotemos por [ cualquiera de estas dos extensiones; entonces g, es de
2-torsifn; existe luego un n, entero positivo, tal que 2%y es hiperbélica
sobre I, luego por el corolario 2.4,2, o es un factor de similaridad
de 2°g,, esto es fo € G (2% ), v como #(2%g,} es un grupo, se tiene en-
tonces que -1 € 7, (2°g,). Ahora bien, por el ejercicio 22-e, cap. 1,
tenemos que 2(2%,) = 0, loque implica 2"'g, = 0, que es contraric a la
eleccién de ¥. Por lo tanto debe ser ¥ euclidiano, Si P' es su dnicao
orden, es Sigy{g) # 0, donde se denota por P el orden inducido por P
sobre F, con lo que queda demestrado el teorema,

Observacidén: Como {0, £) es sin torsibn, entonces W, estd con-
tenido en elnficleo de @, pero el teorema anterior establece la inclusién
contraria, esto es Na(¢) = ¥F,. Estoseexpresa en el llamade "Principio
TLocal-Global de Piister', comeo sigue:

Teorema 3.3, 6'. 5i F es formalmente real, la siguiente sucesitn
es exacta:

0 WFy = WF & 00, 2)

El siguiente teorema establece que el conficleo de ¢ es también de
2-torsién.

Teorema 3.3.7. SiF es un cuerpo formalmente real, entonces el
conficleo de ciF - 00, Z) es de 2-torsibn.

Demostracifn, En lapig. 54 seobservaque la familia {h.], cuando
$ recorre los conjuntos abiertos-cerrados de 0, genera aditivamente
00, Z), donde hg es la funcién caracterfstica de 5. Luego s € U(Ce, )
puede escribirse 7 = Ingi; (ndétese que la suma es finita), por lo tanto
para demostrar que J + Imf{e) € conficleo de ¢ = OO, Z)/ Imi{c)es de
2-torsién serf suficiente demostrar que si ¢ es un conjunto abierto-
cerrado en (p, existe un entero n = 0, tal que 2*h. € Imic). Pero ¢,
al ser cerrado, es compacto, luego puede expresarse como una unifn
finita deabiertos basicos A{a,) N &Alay) N.v. N d{a,)s vy comelas funciones
caracterfsticas tienen la siguiente propiedad h“:. Ueg = hc:. + hca - hc; 5 h‘ca’

entonces hasta verificar el teorema para un conjunto abierto-cerrado

bésico. Denotemos Fla,) N ... N Hla,) = Hlay, -+ -5 ay); este conjunto per -
mite definir una n-forma de Pfister €a,, ..., a» luego 2.“?’4‘(31' ) =
n
. o~ N N
= Znh’*‘(nl) ly.. 0 H(nn) =2 h‘”(al)' . ‘h’H(:n) il TN - S TUREERE Rt 4 €

€ Im(e). Por lo tanto, 2 Ry y =0, en O(@, Z)/Imic).

aj ¢t " rag

En el capftulo 2 se ha definido cuidndo un cuerpc es pitagbrico.
Estos cuerpos son particularmente importantes en el estudio de las
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formas cuadrdticas sobre cuerpos principalmente cuando ademds de
pitagéricas son reales. En lo que sigue se hard la demostracibén de un
teorema que permite advertir tal importancia. Concretamente, se
caracterizan totalmente estos cuerpos por la condiciénde que el subgrupo
de torsién de WFyes cero.

Teorema 3,3.8, F es un cuerpo pitagbrico y formalmente real si,
y sblo si, WF, = 0.

Demostracibén, Se probard suponiende que F es real y pitagdrico
que, sig es fF-forma anisStropa, entonces mg es anis6tropa ¥ m > 0,

entero, Sea g = (23, ...s8pfs Gy € P, si mg fuese isétropa sobre F,
existirdn x;, ..., %, enFtalesque gy + ... +ayr, =0, dondecaday; es
una suma de m cuadrados, y al ser 7 real, algin X £ 0, Pero como F
es pitagbrico, cada x; = yf, entonces se obtienegyf + ... +a,y2=0,

con algln i, # 0 en 7, lo que contradice nucstra suposicién de que g es
anisétropa. Recfprocamente, supongamos que ¥, = 0, enparticular no
existe 2-torsién. Si y, v €F, seag=u?+ v Como {1, 1y ={a, a),
se tiene 2{1) = 2{a), loqueimplica (1) = (g}, esto es g €3 un cuadrado
en f, luego 7 es pitagbrico. Si fuese no real, entonces F seréd cuadréd-
ticamente cerrado en virtud del lema 2.5.1. y #¥F =~ Z; lo que es una
contradiccién; por lo tanto, F debe ser formalmente real,

Un aspecto fundamental en la teorfa de formas cuadrédticas sobre
cuerpos es clasificarlas mediante invariantes para las clases de equi-
valencia fijados de antemano; esto es, suponiendo conocido un conjunto

de invariantes (como, por ejemplo, dimensidn, determuinante, ' Signatu-
ra total'!, etc.), poder decidir si dos formas cuadrdticas dadas son
equivalentes. Por ejemplot Sea F pitagbricoreal y considérense los
invariantes "dimensibn" vy ’Lsignatura total., Sig, v gp 5on F-formas
de la misma dimensibn ycong, = Js entonces g, - g, enk’F es un elemento
de torsién por el principio local-global de Pfister, pero, por el teorema
3.3.8., g, =g en wi¥. Entonces, al tener la misma dimensién, se tiene
que gy =~ gg. El hechoque la "dimensi6n” y la 'signatura total" clasifi-
quen las formas cuadriticas sobre un cuerpo pitagdrico real se conoce
comao la "Ley de Sylvester-Pfister',

Se continfa ahora examinande elespacic de 6rdenes J; de un cuerpo
formalmente real vy algunas propiedades méds sobre la extensifn de
&rdenes,

Teorema 3.3.9, Sea §/F una extensibnarbitraria de cuerpos, donde
F es formalmente real, Siw € 0;, se denota por P, el correspondiente

ideal primo minimal de WF, esto es P, = {[g € WF/Sig,(g} = 0]. Las
proposiciones siguientes son equivalentes:

1) w se extiende a K.
2) Toda F-forma g quees isdtropa sobre ¥ es indefinida respecto de w.

3) Toda F-forma g que es hiperbélica sobre f es tal que Sig g} =0,
esto es WK /F) < P,
4} Sig es una {orma de Pfister sobre F, quc es hiperbdlica sobre f,
entonces Sig,lg) = 0.



Demostracidn, (1}~ (2). Sea g = {d1,..., 3,7, una F-formatal que
gx es isétropa, entoncesexisten X., ..., X, € £, notodos nulos, tales que
QT+ ...+ a,nxi = 0, pero, por hipétesis, ¥ es [ormalmente real, en-
tonces no todos las g, pueden ser positivos respecto a w en %, luego g es
indefinida respecto a w.

(2) = (1) es inmediata de la proposicién 3, 2.2,

(1) = {(3). Siges F-forma tal que g, > m¥, luego, comow se extiende a
un orden w' sobre X, tenemos: Sig,lg) = Sigalg,) = Sigg(md) = 0, luego
¢ € P, vy por lotanto, W(K/F) < P..

(3) = (4} es inmediata.

(41 = (2). Seag = {ay --.»0,), F-forma gque es isbtropa sobre £; por
consiguiente lo es también la F-forma (1, @18z -+ 210,) Que es subforma
de la forma de Pfister €g,0p ««»@12.P, luego €0ids ..., 2,0, % es hiper-
bélica sobre ¥ y por lo tanto Sig, (€2,24, .« - . y3qa,») =0, de donde existe
3 tal que a0, ¢w, luego ¢ cs indefinida sobre 7 respecto de w.

Corolarioc 3.3,10, Sea ,/F una extensibn arbitraria de F formal-
mente real, entonces todoorden de 7 se extiende a ¥ si, y sblo si, Wik /F)
es un nilideal de 3.

Demostracidn, Paratodow € 0fes W/F) < P, luego Wig/F) s n P,
nilradical de WF por el teorema 3.3. 4. WEDE

Observamos lo siguiente:r Sea g una F-forma en WF. Es & =081, vy
sélo si, glw) = Sig,lg) =0, Yw €0,si, ysdlosi, g € N F.= nilrad{wF).
“E0p
Pero, porelprincipio local-globalde Pfister,é = 0 si, ysélosi, g €WF;.
En consecuencia, para un cuerpo real f, es jyF, = nilrad ).

Corolario 3.3.11l. Sean 7 un cuerpe pitagbrico real y f/F una
extensién de cuerpos. Entonces todo orden de § se exticnde a § si, ¥
s6lo si, wW(g/F} = 0.

Demostracidn, Al ser F pitagérico real por 3. 3. 8 resulta #Fv =0 vy
reciprocamente, Todo orden se extiende a ¥ si, v s6lo si, WE/F) S
C nilrad(#F) = ¥F, = 0,

El teorema de Springer (Teorema 2.3. 1.} establece que sila di-
mensién de una extensiénj/F es impar, entonces las formas anisétropas
sobre 7 se preservan a f, enparticular wix/F) = 0. A continuacién se
demostrard un caso particular de reciproco del teorema de Springer, el
cual sedebe a Roger Ware. ¥’ Este resultado establece que si [/F es
una extensién de Galois de grado n, donde [ es pitagbrico, tal que
w(z/F) = 0, entoncesnesimpar. (Véaseelejercicio 26 correspondiente
a este capitule. } Para ello se demostrard antes el lema siguiente:

Lema 3,3,12, Sean F un cuerpo pitagbrico y F un subcuerpo de &
tal gue [Fif] es finito, entonces f es también pitagdrico.

Demostracibn, Porinducciénsobre [£:Fl =7n. Sip =1, nohay qué
demostrar. Supongamos n > L. Si # no es pitagbrico, existe x € F tal
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que & =7y W), w=1+ 5" es una extensién de grade 2 v por la hipélesis
inductiva £ es pitagbrico. Comor 2w+ L) =(lw+ 2.0+ D +((w- 1) =
= (i + 1P+ =y ere y2=1+1lecs un cuadrado en f, resulta que
wt .o € ® ytomandonorma ¥ en la extensién cuadritica x/F se tiene:

Yl +.2) = w+ ol - W) =wlw - D =wx®
luego wx® es un cuadrade en F y, por lo lanto, también p, lo que es
contrario a nuesira suposicién sobre w, Esta contradiccitn demuestra
el lema.

FPropogicidn 3. 3,13, Seal/Funaextensidnde Galois de grado finito,
con [, pitagbrico. Si ¥(L/F) =0, entonces el grado de la extensién I./F
cs impar.

Demostracién, S5i ¢ = 3(L/F) tiene orden par, se considera un
Z-subgrupo de Sylow 7 del grupo @, no trivial, Luego o{#) = 29, vy si se
denota por § = L {subcuerpc de 7 formado por los F-invariantes) y se
aplica la correspondencia de Galois, se obtiene que existe una cxtensién
cuadrética de f en [. S5i F es un cuerpo no real, 7 es no real y por el
lema tambiénes pitagbrico, entonces por el lema 2,5. 1. ¥ es cuadraiti-
camente cerrado, por lo tanio ¥ no tiene extensicnes cuadréticas, lo
que es una contradiccién., Luego, si F es no real, ¢(L/F) tiene orden
impar. Supongamos que F es formalmente real, por el lema anterior
F es pitagbrico, v por el corolario 3, 3. 11, todo orden de 7" se extiende
ar. S5iywes un orden sobre F, por la proposicién 3.2.15,, w tiene
exactamente [L:#F)extensiones diferentes a 7 y r extensiones a ¥, donde
ros [}'{:F]. Consideremos wy,...,w, todas las extensiones de w a § que
se extienden a Z{s = r), cada w; tiene exactamente [L:f] diferentes ex-
tensiones a [ por ser I/F de Galois, en consecuencia [[:F] = s{Z:K] v
entonces 8 = [{iF], estoes r = g, lo que significa que toda extensitn de
wak se extiende a . Pero, todoc orden sobre ¥ es una extensidn de
alglin orden en F, por lo tanto, todo orden de § se extiende a [ y por el
corolario 3. 3. Ll esW(L/X) = 0. Sea x'/x de grado 2 dentro de 7, luego
o= ,i{(,V’E). Observamos que {1, -a) es anisétropa sobre f y por la
inyectividades {1, -2}, diferente de cero en . Pero estoesabsurdo,
pues {1, -a), esunplano hiperbé&lico en /.. Luego ¢{7) debe ser impar,

Considerenios 4 un anilio conmutativo con unidad. Se denomina
"espectro de 4" al conjunto de los ideales primos de 4, provisto de la
topologla de Zariski (llamada también topologfa espectral), esto es la
topologla sobre el conjunto de ideales primos de A, para la cual los
cerrados son los conjuntos de la forma V{W), M € 4, definidos por F(¥) =
= {J ideal primo/J oM. Es facil demostrar gue la coleccitn de estos
conjuntos, cuando ¥ recaorreelconjuntode partes de 4, cumple los axio-
mas de '"cerrados' de una topologla (véase (7}, ejemplo 1.7, pdg. 103).
Se denota por Spec(4) el conjunto de ideales primos de 4 provisto de la
topologia de Zariski. 35i se identilica (;, espacio de 6rdenes de F, con
el subconjunto de Spec{wr), formado per los primos minimales de WF, se
puede considerar la topeclogla inducida por la topologla de Zariski sobre
Jr. Entonces los cerrados de . en esta topologla serdn de la forma:

Vi) = {P/P, = U, w€0:} = {w&0:/8ig,lg) =0Y g € I},
donde [/ es ideal de w7,



Recordemos que sabre J; se ha definido también la topologia de
Harrison, cuyocs abiertos sub-bdsicos sonde la forma H(2)= (wels/a €w],
Observamos inmediatamente que F{z2) = ({1, -a)), Ya €% luego Fla)
es abierto en la topologla espectral sobre §; y por lo tanto todo abierto
en la topologfa de Harrison lo es en la espectral. Supongamos que () es
abierto en la topologia espectral, luego ¢ = ¢, - V(U) para algln ideal JJ
de WF. Sea w, € 0, cntonces existeuna F-forma g € I/ tal que Sig., () # 0.

Escribamos ¢ = {2y, ..., 0, . Podemos suponer que 2y, ...,0, €W, con
nf2 <rs<n, yeonsiderar elabierto bdsico Fluy, o vy @y ~Cprr 0 o0 =045) =
= F. Entonces, si w € K, es Sigw(g) # 0, yentoncesy € 0, Luegow, €
EH@g e erp Qg eer2,) C0, esto es O es abierto en la topologfa de

Harrison. Se ha demostrado asl que la topologfa de Harrison coincide
con la inducida por la topologfa espectral.

Proposicién 3, 3. 14, La topologla de Harrison sobre ¢, @s la topo-
logla inducida por la topologia de Spec{k7) sobre ;.

EJERCICIOS
1. Sea !t un cuerpo, Demostrar que:

a) SioW@'/fF7) es finito, es una potencia de 2.

b) 5i O(I:H/J:E} es finito, entonces # pasee a lo més 2" Grdencs, donde
oth %) = 2",

. - el =2 o 61
c) Se cumplen las desigualdades m % card(Ue) = 2%, donde (F) =2

§=ZF - f0}. {Sug: véase el ejercicio 7.) Construir ejemplos que
realicen las igualdades,

2. En la clausura algebraica de un cuerpo dado, demostrar que la

interseccidn de cualquier familia de cuerpos pitagéricos es un cuerpo

pitagérico. Se define: Dados un cuerpo Fy F una clausura algebraica
.

de F, se llamari "cédpsula pitag8rica de F'' al cuerpo interseccidn de
todos los subcuerpos pitagdricos de /" que contienen a F y se deonotard

-

por I'Pit_
3, Sea Fun cuerpo. Demostrar que:

a) 8i F no es pitagdrico, entonces Fpit/F es una extensidn de grado
infinito.

b} Fpit/F es una extensidn normal,

4, Si ¢ denota el cuerpo racicnal, demcstrar que épit/@%it tiene

orden infinito. (Sug.: usar el teorema enunciade en el capitule 2,
ejercicic 19.)

5. Sea F un cuerpo formalmente real. Para ¢,? £F, demostrar que
d(-aby = d(-0) & Z(-P). Deducir de ello que los conjuntos de Harrison,
con la diferencia simétrica, forman un subgrupo del grupo de partes de
Uf con la diferencia simétrica.
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6. Demostrar que la correspondencia entre j”/b", donde § = (ZF9) ~ [0}
subgrupe multiplicative de F (véase proposicién 3.1.3.), y el grupo de
los conjuntos de Harrison con "&', gue asocia; &5 - H{-0), es uniso-
morfisme de grupos.

7. Para F formalmente realdemostrar que 7 es pitagérico con infinitas
clases mddulo cuadrados s5i, y s6lo si, F es pitagbérico con infinitos
Srdenes, (Sug.: aplicar el ejercicio 6.)

8, SiX/F esunaextensifnde grado finito v & es euclidiano, demostrar
que F es euclidiano. (Sug.: demostrar primero que [£:7] es impar,
Para ello tomar @ tal que & = F{¢} y sea J{X) su F-polinomio minimal,
Ver que enuna clausura real Krde K, f(4} se factoriza con unselo factor
lineal y el resto cuadréticos. Usando que [K:F] esimpar, deducir que
o}/ F% 2 0if/k?) = 2. Observar gue puede afirmarse de inmediato que
F es pitagdrico, pero no euclidiano.

9, Sea Fun cuerpo tal que -1 no es un cuadrado, entonces demostrar
que F es pitagérico si, y sélo si, F no tiene extensiones ciclicas de
grado 4,

10. Sea /' una clausura algebraica de F. Una extensidn X/F se llama
nadmigible" si existe una "torre™ de cuerpos F=Kg €A1 &... & M = K
tal que Xy =X,(v1 +a}), donde &; €&,;, Demostrarquela composicifn
de todas las extensiones admisibles de F en /' es la cdpsula pitagfrica
de 7.

11. Considerar el conjunto de "series de Laurent' sobre F, esto es
o

series formalesdela forma 2 a,t®, m, K € Z, vyt una letra, Demostrar
=k

que, con las operaciones de suma y multiplicacién ordinarias para

series, esteconjunto es un cuerpo que denotaremos poT F({£}): repitiendo

el proceso se puede considerar F{{$1))(2a)} ... ((d)).

12. Dado un cuerpo F, demostrar gue:

a) SiF es formalmente real, todo orden de /' se extiendede dos dnicas
formas a F({t)), una en la gue T es positivo y la otra en la que es ne-
gativo.

b) ¥ es pitagérico real si, y sélo si, #{(t)) es pitagdrico real,

¢) Sif es cerrado-real, F{{£i)) ... {{Za)) tiene 2™ clases médulo cua-
drados y 2" drdenes.

13. Si K/¥ es una extensién de cuerpus con X pitagdrico, demostrar
que la clausura algebraica de £ en £ es también pitagdrica.

14. Si F esformalmente real y pitagérico, demostrarque una F-forma
cuadrética es universal si, y sdlo si, es isétropa. (Sug.: la hipdtesis
de universal es excesiva, basta considerar que f, una F-forma re-
presenta Uy -U € #, Luego se puede escribir f = %, 0z, ...,02 v, en-



tonces, (W, U, s, ...,a,) es isftropa. A partir de esto, deducir que f
no puede ser anisdtropa.)

15. Son equivalentes los siguientes enunciados para # cuerpo formal-
mente real.

a) Sia vy b representan diferentes clases médulo cuadrados en f.‘_‘, en-
tonces existe W € Of tal que -0b €1,

b) Sig = @,b» cona #1 en F/E? entonces § tiene un cero en O (es
decir, existe w € Ur tal que §(w) = 0),

¢) Cualguier n-forma de Pfister, no isométrica a 2,,(1}, tiene un cera
en 0.

; by iz .
d) Sia # -] en £/F® entonces existe un W € Uf tal que 2 €W,
e) F es pitagérico.

16. Sean F pitapdrico real (bastard suponer que I"F es sintorsién) y
fv g n-formas de Pfister sobre F. Demostrar que son equivalentes
los siguientes enunciados:

a) f=g¢a b) De(f'} = 2elg'). c) Deif) = Delg).

(Sug.: &) — &) prohar que 7 = @ v aplicar el principio local-globalde
Pfister. }

17. Supongamos que & es pitagérico real, demostrar que:

a) Si fyg¢ sonF-formas binarias, entonces f = ¢ =i, v s6lo si, De(f) =
= ZDe(g).

b} Sif v ¢ son formas ternarias sobre F, cntonces f = g si, y sélo si,

Delf) = De(@) y @1F) = dig).

{Sug. : aplicar el ejercicio 16.)

18. Sea F un cuerpo real. Demostrar que los siguientes enunciados

son equivalentes:

1) Para todo U subgrupe finito de Fif tal que -1 47, existe w € Ur tal
que O Sw.

2} Para cualquicr subgrupo U de F/F® tal que -1 40, existe un w € ¢
tal que ¢ Sw,

3} Paracualquier Zz- basede F/FB, [-1, w/t €T, siendo I'unconjunto
de Indices, si Ty, I €T, 1 NIz = ¢, entonces existe W € Up tal que Uy ©
ew, ¥, €0y -u, €w, Vg € Lo

4) Para cualguier Zg-base de B, (a1, xdi o€ I3, 81ty ..., e
tatrs » . . s Lo sOnindices distintos en I, entonces existe W € U tal gque

x‘l""’x‘, vaxamﬂ,...,JC1“ € -w,
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5) Existe una Zg-base de F/7°, (-1, ws/J €7}, que verifica el enun-
ciado 4). Sug.: 1)~ 2). Tomarunafamiliade clases médulo cuadrados
{w,}] J € que genera a ¢ sobre Zs como Zz-espacic vectorial. Si
Wys... W, es una subfamilia, ohservar que 1) implica que existe un
w € U tal que W EE(wJL, e ,w_,n}, deducir de aqu{ que por la compacidad
de U existe un €0y y 0 € J%J Ai-w)), luego ¥ es tal que 0 &0,

2) -+ 3). Considerar {-1, u /21 €N} U (U /%2 €7}, Observar que el
2

subesgpacio generado por {u;l, -4y } no contiene a ''-1'" y aplicar 2),
3
3)~4)— 5) son inmediatas,

5) = 1). - Supongamos que existe una base {-1, y,} J €J que verifica 4);
si (' es un subgrupc finito de FIFE 1 $ ¢, existenly,...,¥n talesque
U estd contenido en el subespacio generado por {-1, Vi, ... , Yl gue se
denota por v,

Considerar Oy de codimensién 1 en & talque 0320y -1 £ 0, y ob-
servar que Yy o -, pertenecen a O, 1 = J £ n; considerar luego
Vi) ooally ©U0 ¥ Yettse o sV 4:‘3;. (reescribiendo convenlentemente los
fndices). El conjunto (¥, ..., ¥r, -Yrts ..., -Fa} €5 Za-linealmente
independiente y genera &;, Aplicar 5).

19, SiF es un cuerpo formalmente real que satisface cualesquiera de
los cinco enunciades anteriores (ejercicic 19), se dice que F es un
cuerpo superpitagérico.  Estos cuerpos aparecen por vez primera en
nZur Galoistheorie pythagoreischer K&rper' Avch.  der Math., 16, 1965,
de J. Diller y A. Dress, Pf posteriormente en 1972, fueron redescu-
biertos por Elman y Lam, guienes los han caracterizado en la forma
en quc se presentan en esta monograffa. En los dltimos afios estos
cuerpos han sido objeto de profundo estudio por su conexién con la
teorfa algebraica de formas cuadrdticas.

Demostrar para un cuerpo £, real, que:
a) Todo superpitagbrico es pitagérico.
b) Todo cuclidiano es superpitagérico. Entonces tenemos numerocsos
ejemplos de superpitagdricos, como toda clausura real, y en particular,

el cuerpo de los ndmeros reales A,

20. Sif espitagéricoreal con 2" clases mddulo cuadrades, demostrar
que F es superpitagérico si, y s6lo si, F tiene 2™ grdenes.

21. Sif es cerrado-real, demostrar que F({t,)) ... {{3)) es superpi-
tagdrico. {(Sug.: usar el ejercicio 20.)

22. SiF es superpitagérico, demostrar que F({f1)) ... {{t4)) es super-
pitagérico. (Sug.: observar que si [-1, vy/J €J} es una Zy-base de
F1#%, entonces {-1, ¥, t/J €J) es una Zs-base para FUEN/F((E)E,

23, Sit espitagbricorealconalomids cuatroclases mbédulo cuadrados,
demostrar que F es superpitagérico y I°F = 2IF.



24. Demostrar que sobre un cuerpo ¥ el enunciado "WFes tal que Fr=
=2IF" es equivalente con los enunciados del e¢jercicio 7, cap. L

25. Supongamos que £ es pitagbrico real, f una n-forma de Pfister y
g una m-forma de Pfister con n 2 m sobre /., Supongamos que J #2770,
demostrar que existe un W € Ur tal que W ¢s un cero de fodegen U,
p@ro na de los dos simultdncamente, (Sug.: suponerque ¥ ¥ € U fuese
fay # 0 - diw) # 0, implicacién verda.dcra, asT como que f(w) =0 -
=g =0, demostrar gue cntonces i ¥ 2% coinciden en Ur, aplicar
luego el principio local-global de Piister y que § es pitagérico real.)

26. El sigulente ejemplo demuestra que en la proposicitén 3,3.13., la
hipétesis de pitagdriceo exigida a L cs necesaria.

(Knebusch-Ware) Una extensién L/F de Galois de cuerpos formal-
mente reales conf pitagérico ¥(L/F) = 0 y de dimensibn par: Considerar
un cuerpo K formalmente real sobre el cual acta el grupo alternado
A, N 25, como grupo de automoxrfismos; por ejemplo, se puede tomar
K= Ry, ..., X)) (justificar porqué es formalmente real). Sea & = it
considerar la clausura cuadrdlica de £, que se denota por £, £ se
obtiene de la composicién de todas las extensiones de Galois de & cuyo
grado es una potencia de 2. Observar que:

a) £./F es una extensién de Galois.

b) & no es un subcuerpo de £, y B, N # es una extensién de Galois de £,

el
de lo que se obtiene Z; N i=F
¢) Considerar £, esunaclausura real de (£,w), donde @ & Uy, ysea F=
=K, NE,. Ver que FNK =£ vy que F es euclidiano, v luego pitagérico
con un solo orden.

d) Seca l = 7K (composicibn de Fy X en K.), entonces L es formalmente
real y L/ ¥ es de Galois can grupo 4, de dimensién par.

e) Usar que WF = Z para establecer que W(L/F) =

27. Un orden P sobre un cuerpo F se dice arquimediano si para todo
6 €F existeun n (suma de N veces el 1 de F) tal que n-o € F. En caso
contrario, se dice que es no-arquimediano.

a) Sean F un cuerpo ordenado y F un cono positivo. Sedefine en FlLAY:
a,+ad + ... +a, A" €P, si, v sblo si, ¢y €F. Entonces, en F(X) existe
un orden, definide por & € FlA)yw = f/g es positive si, y s6lo si,
feger, J.¢ € FLX]. Demostrarque el orden definido en Fif) es no
arquimediane y extiende el orden F,

29. Probar que un cuerpo ordenado por un orden arquimedianc es
isomotfo (isomorfismo preservando el ordean)a un subcuerpo del cuerpo
A de laos niimeros reales,

65



4

FORMAS CUADRATICAS SOBRE EXTENSIONES TRASCENDENTES Y
CUERPC DE FUNCIONES DE UNA FORMA CUADRATICA

4,1, TEOREMAS DE CASSELS-PFISTER

Si £/F es una extensién algebraica, se ha visto en los capitules 2 y
3 que el estudio del nicleo ¥{4/ 7) de la aplicacién candnica WF -~ WK es
interesante, en particular con relacidn a la propiedad de preservacidn
de formas anisétropas sobre 7 a la extension £ y al problema de exten-
der los drdenes de a £. Bajo este punto de vista, el caso en que A/F
es trascendente pura carece de interés pues, como se sabe:WE/F) = 0,
las formas anisdtropas sobre F se preservan a K y todo orden sabre F
puede ser extendido & £, Sin embargo, las extensiones trascendentes
putas tienen interés desde otros puntos de vista, principalmente con
relacién al problema de determinar los elementos representados sobre
el cuerpo de base por una forma cuadritica sobre él. La solucibn de
este problema se facilita cuando se dispone de la informacidn corres-
pondiente en el caso de ciertas extensiones trascendentes puras. La
informacién bdsica periinente estd dada por los llamados teoremas de
representacifn de Cassels-Pfister, a cuya exposicién se dedica esta
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seccidn.

Teorema 4, 1.1. SeaJ una F-forma cuadratica, supongamos queJ
representa sobre F{4) un polinomio 2 (£} no nule, entoncesJ representa
a p(X) sobre el anillo FL4],

Demostracién, Sea. = (Qy,...,%7, si.f es isbtropa sobre #, en-
toncesS = (1, -1} +foy como &(4) = (P()I);' 1y _ (p{/f)z' 1)2, tenemos

que representa a P(A) sobre FLX]. Supongamos, por lo tanto, que J
es anisStropa sobre F. Como P{X) es representado porJ sabre F(&) se
puede enconirar

a e a, e = (*)

Jo(d) Jo(d)
donde S o1, Wn € F[XJ, Jold)7 0 yfg es elegido conel menor grado
para una representacidn como (') de 2{f). Elteorema quedadernostra-
do si se demuestra que gr{/o) = 0. Supongamos gue es gradode Jo = 0.
Se considera sobre F(X) la forma cuadratica ¢ = (-P(), &,..., %) de

dimensién 7 + 1; a ¢ podemos asociar el espacio cuadrético (ﬁ'ml, 5y,
donde £ = F(4) ¥y b‘q(?uj.ea) =0, sil % J; By(€o, €0 = -L(X), Eq(ea,exl = ay,
Consideremos £ & X7 el conjunto de vectores isdtropos de (K™, B,

inmediatamente ohservamos que W= Vo.l1, ... fa) €1, por {(*}. Porla
divisién euclidiana, cadaJ/'s puede escribirse JiX) = Fol)gy(d) + ryld),
con 0 £ gr{r;} < gr{fo) para ¢ = 1,...,7. Para 1 =0, sedefine go(f} = 1

v Fold) = 0 y como gr(0) = == se obtiene que gr{’) <gr(fo) para ¢ =
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0,1,...,7n. Escribiendo ¥ = (gy, ..., @), construimoes ¥ = B (u,u)w -
- 2B (w, u)w € £™,

Observamos, por cdlculo directo, que By(V, v) = 45, (1, w)B {w,u)” +

+ 4Bq(w,u)e3q(u,u) =0, esto es ¥ es un vector isdtropo para g, y:
Bylu,u) = gu) = -pgs +agl ... +angl,
Buw,u) = -pfoget @Jige t ... + 23 0,

demuestran que las coordenadasde ¥ estdnen F(4]. Exarninemos aho-
ra Uy, donde U= (Ug, b1, ..., Uy):

pr} o
(-Pgs * Z @iV o - 2(-80g0 * Z 217181 )60

1= i=1

Vg

= pfat Gs(gffo - 2/4¢4)

i~

= S @AY Gl o) - 2sgido))
=

1 n. 1]
= }T(Pfﬁ + Zaz(fz - g of —zasfi}

° 1=1 i=1

1a&
= = (T 04,

fo 1:3_ (:g:;:)

Luego, gr(vy) = 2 g@i(gr(rs) - grifo)) < gr¢fo), lo que, junto con el
1 n

hecho gque U es isétropo para ¢, implica que podermos obtener una re-
presentacién para P(X} como la representacién('), pero con denominador
con menor grado. Esto no es posible, pues gr{fc) se tomé el menor
posible para una representacién de la forma ('). Observar que Yo # 0,
pues por la eleccidn del grado de fo, fono divide a todos los f;, luego
existe 7i{d) # O y comoJ es anisétropa sobre F, lo as sohre F{(X} y en-
tonces de ('') resulta Uy # O.

Sea Fun cuerpo, denotamos por FLX] el anillo de polinomios en las
indeterminadas {,,...4,, esto es F[X1= FlX,,..., 4], en los dos co-
rolarios siguientes:

Corolario 4, 1,2, Sea ¢ una forma cuadritica sobre F, p(X) € FLA]
ye=(Q,...,%) € F tal que p{a) # 0, entonces si P{A) € Drga)(g) es
pla) € Deig),

Demeostracién, Por hipbtesis es olX) € De(x) (g), donde () =
= F(Xl, X)) =r00, ., n_1)(_7(’11), en consecuencia, por el teorema
4.1.1., g representa a p{¥) sobre F¥,, ..., X ,)[X 1. Sise escribe tal
representacibn y se sustituye X por @; en la misma, se obtiene que g
representa & p{Xy, ..., X, @a) sobre (X, ..., ¥ ) v el argumento se
puede repetir hasta obtener que g representa a p(a) sobre F,

Teorema 4.1,3, Sea g | (@) una F-forma anisbtropa sobre F, 4 &
€ F, entonces d € D {g) =i, v s6lo si, d +ax® € Drgx)lg 1 )



Demostracién, 5idé G(g), luege g = (d,...) y por consiguiente g ,
t {a) representa  + gx° sobre F(Y¥). Reclprocamente, por el teorema
4.1, 1., podemos escribir:

Gtk = et *u 00 +agt

donde g = (a;,...,a, €5 una representaciéndiagonalde g, 7y, ..., 7
g € FLY]. Siexiste algny,de grado = 2 6 gr(g) =z 2, entonces para que
tenga sentido la ecuacibn polindmica anterior los términos de mayor
gradc gque 2 debeneliminarse, io que implica que la forma g 1 {a) con-
tiene un plano hiperbélice, lo gque es una contradiccifn, vpues al ser
g L anisétropa sobre 5, lo es también sobre _F(,Y) Entonces gr(f;) <
= lygrig)= 1. Sca gld}=3¥ + e, elegimos en ffun ¢ qua sea solucidn
de alguna de las ecuaciones kX + ¢ = = ¥, y reemplazando ¢ = Y en la
ecuacibn polinémica obtenemos d = g f,(€)° + ... + Gf, (8 e Dilg).

Observacién, Sifuese g L4d) isStropa sobre #, loserlatambién so-
bre F(X)yen consecuencia Jr(y){g L (a@)) = F(¥) - {0}. Perosii &5 (g),
la hipbtesis d + X% € D;(x)(q L (o)) se cumple, Esto demuestra que no
se puede prescindir de la hipftesis sobre g 1 {u) de anisotropfa.

Aplicacién, Sea £, o ¢ r, definimos:
long. (o) = mMimo {nfe = 2+ ... + % x, €7

s en s ice '
ta. long.(2) se llama "la longitud de ¢ sobre 7', Supongamos que F es
un cuerpo formalmente real.

1) Siy € F, entonces 10ngp(x){u + 17) = 1+ long (w).

Sea longg{n} = » finita, luego y + I° seexpresa en S(X¥) comoe la suma
de n + 1 cuadrados, en Congecuencia longf(x {u+ )= n+ 1, 5i long, .
{u + ) =m, tenemos u + X° E.Dp(x)(m{l)), o tambidnw + X° EDF(,‘)((WL = 1}

{1y + {1}). Si se aplica et teorema 4. 1.3., con® =1, g = (m - 1) {1},
se deduce quec u € Je(m - 1), de donde longr(k) =m - 1, esto es 1 +
+ longe({w) s m.

2} 1ong_((](’f o X;’:) = n, donde X = (X, ... ,,'r[n). Basta ocbservar que!

long {7 + ... + 1% = 1+longF("1"' e+ X2

"xr\—l)(

v aplicar induccién,
3) long {1+ 17+ ... +X§):n+ L K=rF, .o X h

n

Teorema 4.1, 4, (de la subforma). Sean f vy g formas cuadriticas
sobre 7y 7 anisftropa, Son equivalentes:

a) g es isométrica a una subforma de f.
b) Para cualquier extensitn }¥/¥, se cumple D g} €D, ()

c) gliy, .0 k) EDF("1""’ ,n)b‘“), n = dim(p)}.



Demostracién, a)~ b} es inmediata,
b) = ¢). Tomar K= F(&y, ..., L)

¢)= a), Seag=1Lay,...,0 v procedamos por induccifn sobre la
dimensién de J.

8i dim{} = 0, es De(x)if) = ¢, donde F(X) = F(Xy,... X, ), luego ¢ es la
forma cero.

Sea dim(f) > 0. Como @05 + ... + g, 00 EDF(,;)(f), aplicando el co-
rolario 4, 1.2, cona2=(1,0,0,..., 0}, obtenemos que @y €:(/). Pode-
mos escribir /= (@) LJ, sobre F y si se denota por X' = (X, ..., L),
observamos gue J es anis6tropa sobre F(X') y ¢ puede escribirse g =
={a) Lth, h= {as...,2,, entonces:

a ki + hXry = g() € De ) =-Dr<(xl)((a1) L),

donde £ =#(X'). Por el teorema 4. 1. 3. tenemos que A({*) € DF(m)U’l).
Aplicando la hipbtesis inductiva a J, se tiene J; = A L g para alguna
F_forma ¢, de donde, sumando (.}, obtenemosJ >=¢ L3,

Observacién, Sean/ ygcomoenelteorema, entoncesg(dy,...,4,) €
€Dr(xy, .. xn)U") implica que la dimensién de ¢ es S que dim{/).

Teorema 4. 1,5. Sea / unaF-forma de dimensién n. Los siguientes
enunciados son equivalentes:

a) f es una forma de Pfiater.

b) ¥ A/F es De(7) un grupo. i

¢) SiX= (X, .., Ge¥= (..., 1), entonces J(X) 7 (¥} € Depx, vyiF).
d) S(X) » J =7 sobre F(X).

Demeostracidn, a) = d). S comoformade Pfister sobre F(X) repre-
senta a f{X), luego F(X) » J =/.

d) = c). También J{X) + F =7 sobre F{(X,¥) vy como J representa f{¥)
sohre F{¥), entonces f(X) « [ representa J(X} S (¥} sobre F{X,¥).

¢) = b}, Sean £/F una extensién y J(¥) y (V) valores representados por
J sobre . Por hip6tesis, J representa f(X) J(¥) sobre F(X, ), y en-
tonces, sobre X(X,¥), por el corolario 4. 1.2, tenemos que (i) (D) €

€D (f).

b) - a). Al ser L¢{f)ungrupo, entonces f representa 1, luego J contiene
a la O-formade Pfister {17. Supongamos que 2" es la dimensibn méxi-
ma de una subforma de J que es "=forma de Pfister, es claroque =1
a menos que n= 1, en cuyo caso estd demostrado ya, Si fuese 1> 27,
podemos escribir J = g L.Jy, donde ¢ es 7"-Pfister sobre F. Afirmamos
que sie €D¢(fo), ¢ L {ay* ¢ es una subforma de f sobre F. Para ello
consideramos X'= {X,, ..., 4}, ¥'={l,...,¥x] conjuntos disjuntos de
indeterminadas sobre F, y observamos que g{{') + oeg(¥') = gI'm)
(@) g(¥)* + 2). Como g es Plister, se tiene g(A') g(¥")* € Dx(g), donde
K=, Y, luego g(X7)/g(¥!) + & estd representado por J sobre X desde
queJ =g 1L {2,..) sobre F,



Enconsecuencia, por la hipdtesis, se tiene que g(4') + 29(1") estd re-
presentado por ¥ sobre ¥ y entonces por el tecrema 4, 1.4, es g 1 {a)g
una subforma de 7 sobre 7, perog  {a)g =g{l,a) esuna r + l-forma
de Pfister, lo que es contrario a la maximalidad de g, entonces n = 27,

4,2, CUERPO DE FUNCICONES DE UNA FORMA CUADRATICA

Sca f una T-forma de gradon, f#£ (1, -15, n= 2. En estas condi-
ciones e;s inmediate observar que el polinomio 7 es irreducible y por lo
tanto genera un ideal primo eneidominio de factorizacidn F'[Xl, R S
Consideremos el dominio de integridad 7[X, ..., L J/(f} v denotemos
por ¥(#) su cuerpo de fracciones., Con las observaciones precedentes,
F(r) sellama ! cuerpe do fimciones Jde Ta forma cwadrdtion f (o también
un cuerpo de ceros genérico de la forma f),

Si e ;F"[/'_'l, N ,Xn] - ,fflj.;!'lj R Xn‘]/(f) es la aplicacién canénica al
cociente y se denota T4} = X,. Se observa que F{f) =F(x,...,%;) es
el cuerpo de fracciones de FLxy, .. ., %], Afn més:

a) Como # se identifica conun subcuerpo de 7(f), entonces J puede con-

siderarse como Hf)-forma. Sea, por eJemplo, J =<3, ...,a0, @, €
£ 7, entonces en F(f) se tiene a;xz + ... t& xn = 0, esto es, 7 es 1s6-
tropa sobre F{f) y el vector isétropo (x, ..., xﬂ) se llama un "'cero ge-

nérico de 7.

b) Supongammos que f, = f, F-formas, entonces F(f ) es isomoarfoa F(7,),
pues bastari considerar el automeorfismo del anillo F[X]_, .. .,Xn'_l que
asocia a cada polinomio plX, ..., X} el polinomio p{4. ¥). donde ¥ se
toma como vector celumna de compenentes ¥, v 4 es la pn matriz in-
versible tal que 7 (4. %) = 7,(X). También, si fy=af,, o€ ¥, entonces

F(py) = j"(fa) desde que 7, y f, generan el mismo ideal en FD{:.’ - ,Xn-i.
ey () = F(xl, ey xn) tiene grado de trascendencia n- 1, pues cualqguier
subconjunto de n - 1 elementos de {xl, < -5 %, } es algebraicamente inde-

pendiente sobre 7,

d} Sea f = {a,,...,2, . De lo observado en a) tenemos:
xﬁ = -a.:(ale +...00t @n—lxﬁ—l),
esto es xz £F (x,_, ey xn—l)' por lo tanto:
FEY = Flooy, oo s sy o) = Flags o ooy 26, )0V -)
donde g = gl@,uf + ... + 0,a%5;), Por tanto tenemos el siguiente dia-

grama de estructura para F(f).

\ cuadritica
/ s )

trascendente pura

i
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Chservemos tambiéngue al ser, por ejernplo, X%, ..., X4, algebrai-

camente independientes sobre F, podemos también identificar #(X,, ...
- . 4

L) con # (X1s ..., &gy ) dentro de {7} y entonces G = an(ale + ...

+ dmlfnnl)~

Después de estas consideraciones gencrales haremos la demostra-
cién de wun reciente y famoso resultado (1971) conocide como el
"Hauptsatz' de Arason y Plister.

Lema 4,2.1. Sean £=f{/d) una extensién cuadritica yg una F-forma
anis6tropa sobre F e hiperb6lica sobre f, entonces A° .d verifica
(¥* _d) » g =g sabre £{X) para cualquier indeterminada X sobre 7.

Demestracidn. FPor 2.4, 1.b} al ser g« hiperbdlica, existe una
F-forma htalgue ¢ > {1, -d> ® h sobrc F. Como X% -d es representado
por {1, -d) sohre F(X} y Depqill, -d)) = & ({1, -d)), por 1.5.5,b)
tenernos (A% -d} {1, -d) = {1, -1} sobre F(X), dedonde (X _d) €1, -dy ®
®@h=1(1, -d)® h=>=g, esto es (X° -d} g =g sobre F(X).

Teorema (Arason y Pfister) 4.2.2. Sea ¢ #0una F-forma anisétro-
pa sobre ¥ tal que ¢ € I"F, entonces dimig) = 2",

Demostracién, Sabemosque I espgenerado aditivamente en §# por
las n-formas de Pfister, por lo tanto g = ¢y f1 +... +¢J, donde 0=
=], f; son F-formas de Pfister de dimensién 2°, Procedemos por
induccién sobre 7,

Sir=1, esg = Olfl, Por ser fl anisétropa {pues, en caso contra-
rio, serd hiperbélica yg = 0 en Bf, lo que no es), se tiene que ¢ y 0,1
son dos formas anisbtropas que represenian el mismo elemento en WF,
Entonces dim{g) = dim(cy/1) = 2%, Sea > 1. Consideremos £ = F(f1) =
= F{e, /1) por lo observado en b). Lucgoen L es g =cgfz + ... o, si
fuese ¢ no hiperbélica sobre fi, entonces en #¥ se tiene que:

(@x)a =g =cCala* .., +eJf,

donde (Q«), denota la parte anisdtropa de ¢x. Por aplicacién de la hipé-
tesis inductiva esdim((gk),} = 2" v luego dim{g) = 2". Si ¢ es hiperbélica
sobre &, denotemos por L =F(X,,..., "), v por la observacién d},
tenemos que X = L(/d), una extensidén cuadrdtica de L, donde, en este
cago, 4 = amia T+ ..+ ag"-lﬂff“_l) para una representacién de Ji =
= €ay,...,2". Enlaextensién cuadrética £/ aplicamosel lema 4. 2. 1.
puesto que ¢ es anisStropa sobre L y considerando la indeterminada Agn
sobre L, obtenemos (X:n -d) » ¢ > g, esto es, de la anterior expresién
de d, «fl(){l: s JXEn) * g =g sobre F(Xh R lXQn)- Luego, si a € DF(g)’
entonces para ¢1 = 6¢ es 1 €0J¢(q.), ¢, aniséiropa, Ji(d, ..., 420 g1 = g4,
de donde J'3 (X, ..., X" E-Dr{xl, .. s xgny(gr) vy por el teorema de la sub-
forma es dim(g) = dimigi) = dim(f) = 2"

@

Corolario 4, 2, 3. Ql I"F =0,



Demostracién, Del teorema anterior es claro gue no puede existir
una forma anisétropa de dimensi6nfinita y positiva en J"Fpara todo 7.

Veamos algunas propiedades del cuerpo de funciones de una forma
cuadridtica.

Proposicién 4.2.4, Sea 7 una F-forma, cntonces 7(7)/F es trascen-
dente pura si, y s6lo si, f es isGtropa sobre F,

Demostracién. Si F(f)/F es trascendente pura, entonces es inme-
diato que F debe serisdtropa sobre #, pues en caso contrario serd ani-
s6tropa sabre F(r).

Reclprocamente, si f es iséiropa, entonces j =7, 1 {1, - 1y, pero
{1, -1y =X X, porlo tanto podemos escribir en F(F), Flog, -+ 020} +
+ %3, = 0, de donde, x, =~y (0, -0 00 Hya) X, de lo que obtenemos

-

(7)) = Flogy, - v« r 2,0 = Flags -+ o5 Xgay ) Que es trascendente pura sobre .

Teorema 4.2.5. Sean f y g F-formas, dim{y) = n. 5i g es hiperb6-
lica sobre F{f) y 1 € D (#), entonces fU0) € Gr(y)lg) dondeX = (4, ... s X0

Demostracidn., Como 1 €2¢(f), escribamos S = {1} 1/1, luego F{f) =
= FE(XQ. . an)(V 'fL{X')): donde X' ={X21- - )Xn)p estoes, FUE): K(‘/ 'fl(x'}),
donde & = ¥{X5, ...,4&,). Supongamos primeroc que ¢ esanisétropa sobre
¥, En estecsteccaso, gesanisétropa sobre £y, alser hiperbélica sobre
Fif), por2.4.1. existeuna {-forma A tal que g = {1,714y ® h. Sobre
F(X¥)1a 1-forma de Pfister {1, /1(d")) representa Xf + [ () = 7)), lue-
go (1, 10X} tiene a J(&) como factor de similaridad sobre F(X), de
donde g ()= (L, Fo XN e ()@ A (= (£} (1, Fu (X Pr(x) @ P (xy = 7 (X) - G )
demuecsira el teorema en este caso. Ahora si g es isdtropa, entonces
g=g. L m5, con g, = parteanisbtropade g sobre F. Sobre F(X):/'(X) « g =
=70 g 47 UH) + mE = g,

Corolario 4.2. 6, Paracualquier#-formaJ. J eshiperb6lica sobre
F(f) si, vy g6lo si, J es hiperbélica o miltiplo escalar de una forma de
Pfister.

Demostracién, Sif = ag, donde g es una forma de Piister sobre F,
entonces F(f) =F(¢), ycomo p eshiperbblica sobre Flgp), resultaf hiper-
bélica sobre (). Recfprocamente, sif es isbtropa sobre F, es PEMYE
trascendente pura por 4. 2.4., luego debe ser f hiperbélica scobre F,
pues, en caso contrario, su parte anisétropa es # 0 y se preserva al
"levantar' la formaa F(F), logue es contrario a nuestra hipbtesis. Su-
pongamos que J es anisétropa sobre [, podemos suponer que f repre-
senta al | (multiplicando si es necesario J por unelemento por ella re-
presentado sobre F), luego por el teorema 4.2.5. es f(¥)f ~7, sobre
F{X), y entonces por elteorema4. 1.5, esfuna forma de Pfister sobre f.

Corolario 4,2,7. Sean fy g F-formas tales que 1 € D {f), g hiper-
hélica sobre Ff) vy g anis6tropa sobre f, entoncesV o € D.(g) g con-
tiene una subforma isométrica a gf sobre F.

Demostracién, Por el teorema 4.2.5. al ser, por hipétesis, ghi-
perbdlica sobre 7(f) es f(X)Ag = v sobre (7, donde ¥ = (){1, _..,Xn),

e d
Cud
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n= dim{’). & (X) se representa por giX) sobre F(X), luego por el teorema
de la subforma ¢ contiene una subforma isométrica a 4 sobre F.

Finalizamos con el siguiente resultado importante, el cual caracte-
riza el ndcleo W{F{')/F) cuando f es una forma de Pfister: el caso
particular en que /' es una l-forma de Pfister se estudié ya y corres-
ponde a 2. 4. 1. c).

Teorema 4.2.8, Sea ) una forma de Pfister sobre F y ¢ una forma
sobre F, anisétropa sobre F. ¢ es hiperb6lica sobre F(f) =i, v s6lo si,
g =7 ® h para alguna F-forma h.

Demostracién., Sig =) & R, es inmediato que ¢ es hiperbblica sobre
F{f) puesto que /' es una forma de Pfister. Ahora bien, si § es hipetr-
bélica sobre F{f), por el corolario 4, 2.7, es g ={2) / L g., @ € De(g).
En F{f'} tenemos que g1 es hiperb§lica sobre #(/') y aplicando la hip6tesis
inductiva a @i encontramos que ¢ = {5 ...,0. &/, de donde g =
={Qy,...,8, ®F, donde a = a,

Corolario 4.2.9. WF({F)/F) = WF + f para cualquier F-forma de
Pfister J sobre F.

Un problema actual es el siguiente: SiJf es F-forma, gcémo son
los elementos de W(F{7)/F)? Un caso particular es el demostrade ya.

EJERCICIOS

1. Probar que F es algebraicamente cerrado en F{f) para cualquier J,
F-forma,

2. (Wadsworth). 5iF{}=7F(g) son F-isomorfos, donde J es una forma
de Pfister anis6tropa, entonces ¢ es miltiple escalar de J sobre F.

3. Demostrar gue un orden W sobre F se extiende a F{f) si, y sélo si,
J es indefinida respecto de w.

4, Dado un cuerpo F, se denomina el 'mivel de F'' al nfimero S(F) =
= long:(-1), luego si F es formalmente real 3(F) es infinito y si &(F)
es finito F es no real.

(Pfister). Sit¥ es no real, demostrar que $(#) es una potencia de 2.
{Sug. : existe % tal que 2° = s(F) < 27, luego -1 = 4 4+ v, donde u €
€D (2" (1Y) y v €D:((2F 1) {1)). Observar que -u £€D:(2* (1)) v aplicar
que Dr (2% (1)) es un grupo para concluir que -1 €D{2* (1)),

5. Demostrar que £(#) = & (F(4)).

6. Sean/ y ¢ formas sobre  de dimensién 2%, las cuales representan
ur elemento en comfin ¢ €. Demostrar que / = g méd I*F implica
que =¢. (Sug.: observar queS =4¢) LFfyyg=14e) L g, Toner g =
=Fo4 (-1 s goy S L4-1) g=F Lg, luego, por hipbtesis, ¢ € I*"'F y
como dimlig,) £ dimig) < 2™ por el "Hauptsatz' es ¢ = 0 en #F,



APENDICE AL CAPITULO 1

FORMAS CUADRATICAS SOBRE CUERPOS p-=ADICOS

Este apéndice es una breve exposicién de la teoria de formas cua-
driticas sobre cuerpos P-adicos. Con este fin se han introducido ini-
cialmente los conceptos de valuacidn, anillo de valuacibn, cuerpo re-
sidual y completacién de un cuerpo valuado. Se definen los cuerpos
£-4dicos v se demuestra que su cuerpo residual es finito. Fara cuer-
pos locales cuyo cuerpo residual tiene caracteristica distinta de 2 se
enuncia el teorema de Springer sobre elanillo de Witt, y a2 continuacién
se aplica a los cuerpos P-adicos con £ # 2. La demostracidn de este
importante teorema puede consultarse en la cita {9). No se trata el
caso P = 2 y sblo se enuncian los principales rescltades. Finalmente
se considera el teerema de Hasse-Minkowski, elcualclasifica las for-
mas cuadriticas sobre cuerpos de nilmeros algebraicos, Lademostra-
cibn de este teorema puede verse en (17), §466; nuestro interés es su
aplicacidén al cuerpo racional,

A, 1, VALUACIONES ¥ VALORES ABSOLUTOS

Definicitn. 1. Sga K un cuerpo; una valuaciédn discreta sobre £ es
un homomorfismo v = £ del grupo multiplicativo £ sobre elgrupo adi-
tivo de los enteras £ tal que:

v(x T ) 2 minimo {9(x), >(@il.
Se conviene en definir v(d) = =,

Ejemplo 1. Sea p unnimero primo positivo en 7 y i elcuerpo de los
racionales. Todo x €§ se puede escribir x = p" » m/n, donde r €2, m,n¢
Ly m,p)= (n,0)= 1. Se define v » Z tal que vix) =7, 3(0)==. Es
inmediato verificar que ¥ es una valuacidén sobre ¥ conocida como wa-
lueacion p-Gdica de 4.

Sea U una valuacibn sobre . EIl conjunto 4 = (x € Kfvix) =z 0} es un
subanillo de £ cuyo cuerpo de fracciones es . 4 es llamado el anillo de
valugaton de P, W= {x € A/v(x) > 0} es un ideal de 4. Afin mas, Mes
el finico ideal maximal de A, pues si x;é M, entonces ©(X) = 0, luego 0=
= u(l)= o{x . ¥ )= 2{x) + (&) implica »x') =0y, por lo tante, & €
A. Asi todo elemento del complemento de M en 4 es una unidad en 4, de
lo que se obtiene que 4 es un anillo local con ideal maximal My grupo
de unidades U= {x € 4/ vo(x) =0}, $iJ# 0 es un idealen 4, sea # = mi-
nimo entero tal que existe ¥ € J con B(%) = %, luego J = {y e a(y) z i}
(puesto que s1 ¥ es tal que B(y) 2 £ = v(X) paraalglinx €J, V(- % Yz o0,
de donde yx € A). Se obtiene asi que leos ideales neo nalos de 4 tienen
la forma % = (¥ €4/ 0{y) 2 K}, 5 €2, Ademis, como ¥ es suryeccibn,

15
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existe un X tal que U(¥) = 1, de donde M= 4x y M = Ax., Uno de tales
elementos se llama el normzlizador de U y se denota por T, Por £ se
dencta el cuerpo 4/M, el cual se llama el cuerpo de clases residucies
de K (0 mas simplemente, el cuerpo residual de ). Todo ¥ € 4 se es-
cribe x =um, rzg, ¥ € V. En consecuencia, todo ¥ € Kpuede eseri-
birae en forma finica como X = un’, donde r € Z yu € U,

A, 2. TOPOLOGIA DEFINIDA POR UNA VALUACISN

Sea (£,v) un cuerpo valuado, P > 1y p €A, La aplicacién @& = &
definida por @) = 07"’ cumple las siguientes propiedades:

a) e} = 0; glx) = 0 si, y sélo si, ¥= 0.
b) pxy) = @(e)p(y).
c) 9x+ i = max {oW), o).

¢ se denomina el valor absoluzo (no arquimediano) asociado a la
valuacién discreta . Es claro que @ estd definida unicamente por ¥ y

que la relacidn U(x) = -logp (¥} permite recuperar v a partir de .
También obtenermnos que: 4 = {x €Xjwe) = 1);m={x € Kl opx) < 1],

En este apéndice consideraremos un cuerpo valuado (£, ¥} fijo y por
¢ denotaremos el valor absoluto correspondiente.

Se define sobre X una métrica d:AXK = 7 por d(x, ¥) = wx-y)= pT ),

Definicién 2, Un cuerpo valuado (£, 2) se denomina un cuerpe local,
si & es un espacio métrico completo con la topologia definida por o.

Ejemple 2. Sean £ un primo positive en £ y ¥ la valuacidn p-adica
sobre ¢; elegimos p = P, entonces la métricadefinida sobre ¢ esd(x, ¥)=
=5 Es sabido que todo espacio métrico puede ser completado,
esto es, puede ser sumergido homeomdbriicamente enun espacio métri-
co completo, Denotando por ¢y la completacidn de ¥ con la valuacidn
p-idica, & es un cuerpo local, lamado el cuerpo de los nitnercs p-ddi-

e,

Tecrema 1. Sea £ un espacio métrico. Existe un espacio métrice
completo £ y una inyeccibén J:£ ~ £ tal que J esunaisometria (métrica)
de & sobre J{&) y J{&) es denso en &,

Demostracién, Véase la monografia no. 9 de esta misma serie.

En la demostracién del teorema 1 se considera 4 = conjunto de tc-
das las sucesiones de Cauchy en & y ase define (%) ~ (W), si(d(x, ¥a)),
es una sucesidén de nfimeros reales convergentea cero. "' es una re~
lacidn de equivalencia, Se define & = A/~ (-76 y)— lun d(%y, ta}, don-

de (x,) & Xe {(¥a) Ef; Se demuestra que (E 3} 83 un espacio métrico
completo y que J1E - E al que J(x) = %, donde X esla clase de la suce-
s6n (X)) y X, =x ¥V nesla 1sometr1a buscada. Identificado £ con j&)
se demuestra luego que todo punto X de £ es Ifmite de una sucesién {Xy }
tal que x, €4V n.



Teorema 2. Sea (¥,) un cuerpo valuado, el completado métrico £
de ¥ puede ser provisto de una estructurade cuerpo valuado (?,D), don-
de U es la valuacidén que extiende a £ la valuacidn v de K.

Demostracién, En 4 = coleccidn de todas las sucesiones de Cauchy
en £ se define: (X} es sucesion nula silim @lr,) = 0. X tiene estructura
n=—on

de anillo conmutativo con unidad con las operaciones ordinarias de su-
cesiones. Ademéas, ci conjunto J = [ (%) € £/(x,) es nula} es un ideal
de . Es ficil observar que § = ¥/~ es justamente &/{. Demostramos
ahora que 7 es maximal. 8Si (%) £ I, entonces existe € > 0 y 1y > 0 tal
que ¥ 7 2 Ng es ¢(X,) * ¢ (demostrarlo como ejercicio); se define (4)
por yo =0, sinsnge i = x:‘, gin >ry Es un ejercicio ficil probar
que (¢;) es de Cauchy. Se observa gue (4 ){1na) = I-4q...,1,0,0,...).
Porlo tanto, si J esunideal conteniendo propiamente a I, se toma (%) €
€J - L yes (%)) €J, dedonde 1 €. Luego X es una extensidndel
cuerpo X. Se define P por &‘(J.C) = &(.:U, 0). & es una aplicacién de & en A
que verifica las propiedades a), b) y ¢} de un valor absolute no arqui-
mediano, pero Ep({() = p{f) {demostrarlo), entonces se define Dy =
= -logp .EQ(J'C) * D(x) € Z, pues existe ¥ € K tal gue D(¥) = P), luego
-log H(*) = ~log, Ply) = v(¥) S8

A, 3, CUERPO RESIDUAL DE UN CUERPO p-ADICO.

Lema 1. Sea (L,w) una exiensibn del cuerpo valuado (A,V) (W res-
tringida a ¥ coincide con 1), Existe unisomorfismo de £ sobreun sub-

cuerpo de L.

Demostracién., 4, S 4, v M, & P, por lo tanto se puede definir
FrA M, = AW, por F(X +M) = X + M. Si ¥ £ M oes %] = |y luego
o fx) =1, esto es xf.'mw,

Proposicién 1, Sea L la completacién del cuerpo valuado (K, v), en-
tonces L = K.

Demostracién. Basta ver gue/ definidaen el lema es suryectiva.
Sca 2 €4, luego v = %irg(ﬂn), donde @, €4 V 7, (@;)sucesidnde Cauchy.

Entonces existe 7y tal gue ¥V 7 2 7l es (%, - @) < 1. Luego si 1 2 7, €3
P00, - 6) < 1. Luego sin 2 Mg, es & (%) = 5,(2) = Gl(a, - 2) + a) =
méx Ly, -e), (@)} £ 1. Se toma X =0,, donde i > g, yJ(X)= a.

Aplicacién 1. El cuerpo residual del cuerpo p-idico &y es £,.

Sea U la valuacién P-Adica sobre ¢ definida por el primo 2. Se ob-
serva facilmente que:

5
“

{mfn €Qf(m,n) = (r,p) = 1}

m {min €Q/m,n) (n,e) = 1, p divide a m}.

Como £ &4 se tiene el siguiente homomorfismo de anillos:

g:Z A =AM = 4.
Se afirma qgue es suryectivo. 5i ¥ = m/n + R, {n,£) = 1, entonces
existen &, b € Z tales que an + bp = 1, luego m/n=me + pE(m/n), esto es
min - me = pbmf/n €7, de donde g{ma) = x.

T
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Ademés, s5im es entero, m € Nulg) implica m €M, luego D divide a m,
esto es Nui{g) = pZ. Concluimos asfqued /M~ Z/pZ = Z, y como Q =3 es
Q ~u

~ Fye
A, 4, CLASES MOGDULO CUADRADOS EN UN CUERPO LOCAL

Se mantiene la notacién establecidaen A, 1. SiX € 4, se utiliza X
para denotar su imagen en el residual.

Proposicién 2, Sea (§,?) un cuerpo local cuyo cuerpo residual tie-
ne caracteristica distinta de 2. U unidad en 4 es cuadrade en X y si,
s6lo si, ¥ es cuadrado en A,

Demostracién, Sik = uz, 4 €f, se tiene 0= v(u)= 2v(a), entonces
o@@=0yu= 3% en K. Reciprocamente si & es cuadrado en X se puede
construir una sucesidn (%1) en U tal que X7 = u méd W v % = X méd T
¥Vizl. A51, si X denota el limite de tal sucesidn e L1ene -u=
Lim {2 - W= 0 {pues X ouen implica 2(xf,uw) = p_“'("x"lJ =p !, donde

J =z 1}, v se concluye que ¥ = %*. Para la consgtruccidon de la sucesmn
se procede recursivamente. Como L= -x'l + 7, es .if 72 modm Se su-
pone definido el término x, y se procede a determinar un 2z en 4 tal que
si definimos x;:, = x, + iz, el término X+ Satisface las condiciones pe-
didas. Escribamos xzi - u="1le, e €4, entonces xf'_,_l -y =nie + 2x,2)
m6dy*tt (aquf nos planteamos la ecuacién ¢ + 2x,z = 7 y podemos '‘des-
peiar'' » puesto que la caract(f) £2). Tomando gz tal que o + inz = 1,

sc obtiene xy, = u mbdyt?

Consideremos los grupos de clases mddulo cuadrados kiiR yl_f/f_(g
del cuerpo local (X, ¥} y su residual, respectivamente (caractlf) # 2).
De la proposicibn anterior se desprende que:

'a

JiEIRR - BIRE, $(@ED

es un homomorilsmo de grupos bien defundo (siw yw sontales que k=
= 15, entonces 1-‘141 = len#, luego uul =0%en k.

Proposicién 3, Sez (£, V) un cuerpo local cuyo cuerpo residual tie-
ne caracteristica distinta de 2. La siguiente sucesién de grupos es
exacta y se ''parte’:

1= RIEBR L B Y 2~ 0
donde ¥ designa laz aplicacibén inducida por vif 2.

Demostracién. La inyectividad es inmediata de la deflmcmn de J.
Adema&s la sucesidn se parte pues, si se define 8: Za— KIEF por 1~ Twe
se tiene que V&= Wi

Exactltud en [{/K?‘ Im(j) € Nu{v) puesto que v » J = 0. Si x € Nu(vp}
yx= ok® , como a(x) = 2Z, resulta v(z) € 25, gstoes o = U, conu € U,
de donde x = u(n® } k® = wke, y considerando TK? ze obtiene J( uKa = x.

Corolario 1, Sea (£,%) un cuerpo local, caract(X)# 2. Entonces:

oiIE® = 2 O(K/[(“



Aplicacibn 2, Ll cuerpo p-ddico §,, p 7 2, liene exactamente cua-
tro clases mbdulo cuadrados.

Elle es una consecuencia inmediata del corolario 1y del hecho que
todo cuerpo finito tiene exactamente dos clases médule cuadrados. Adn
mds, siy es unidad en g, tal que QE zl'ﬁ, entonces {1, y, T= 0. upl es
un conjunte de representantes de las clases médule cuadrados de 2.

Nota. En el caso p= 2 s¢ demuestra:
a) §,tienc exactamente 3 clases mébdulo cuadrades.

b} Sea x € Jp x unidad. yx es un cuadrado en gz si, vy sélo si, x = 1
méad 8§,

Ejemplo 3, /33 es un clemento de J; pues basta observar que 33
es una unidad cn gz ( al no ser dividido por 2 su valuacibn es cero},
33 - 1=8 -4 € 8" {pues p{4) = 2), y en consecuencia, 33 es un cuadra-

do en J; de acuerdo con b).

A, 5, TEOREMA DE SPRINGER PARA CUERFPOS LOCALES
Teorema 3 (T.A. Springer). Sea ¥ un cuerpo local cuyo cuerpo re-
sidual tiene caracteristica distinta de 2, Se tiene el siguiente isomor-
fismo de grupos aditivos:
WE o kR WK
Aplicacién 3,

1} Existen exactamente 16 formas anis&tropas sobre un cuerpo p-4di-
coJ., p =2,

En el ejemnplo 7-e del capftulo 1 se ha establecido que:
a) Sipesdela forma dn+ |, 35, =T % Zg
b) 51 p es de la forma 4n + 3, 7, =~ 7.

En consecuencia aplicanda el teorema 3 se tiene en el caso a) Wy, ~
. Zfe v en el caso b} 3, = gj En ambos, porcardinalidad, se concluye
la existencia de exactamente 16 elementos en el anillo de Witt de @, lo
que significa que 56lo existen 16 formas anisdtropas (salvo isometria)
sobre un cuerpo p-ddico ¢, donde p £ 2.

Nota. En el caso p = 2 se demuestra que 4, a Jq ¥ Z?, (como gru-
pos aditives), de lo que se concluye que existen exactarnente 32 formas
anis6tropas sabre {a.

2) Anillo de Witt de un cuerpo de series de Laurent.

Sea ¥ un cuerpo cuya caracterfstica es distinta de 2. Se considera
el conjunto de series de potencia, formales, en una "indeterminada"'
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o1 ]
t, de la forma z 2,t% n €2, 0, € K. Se denota este conjunto por K((z))
n=m
y se define sebre €l la suma y producto de series de la forma usual,
De estamanera X((z)) es uncuerpo llamado el cuerpe de series de Laurent
sobre X (para demostrar que F((¢)) es cuerpe, demostrar primero
=
que un elemento de la forma Za,t* es inversible si, y sdlo si, g, es
1=p
distinto de cero).

o
Se define una valuacién sobre £{(t)) definiendo v ( Z gt =m, si a, #

1=y
# 0. Se observa de inmediato que v es una valuacién cuyo anillo de va-
luacibn es el anillo de series X[[t]1] yquetiene cuerpo residual ¥, De-
mostremos que X{(¢)) es completo respecto de la topologfa definida por

w

. Six= zaﬂgi podemos identificar x a la aplicacién x: 7 - X tal que
1=

#(Jr=0, sij<m yx(f)=a, fam Sea (k) una sucesién de Cauchy

en K((t})} 1uego si se ellge e = p_l > 0 existe ‘?Vl. > Otal que si J, 3 > ‘H"rl =

dlx,, x,) <€, esto est

sih,a > es p7" s < p7t (o = 1),

Luego U(xk—xs} > 1, en consecuencia si j< 1§ es x () =x(7); ¥ie >

;. Definimos by = x{f), donde % > ¥, para todo 7= ¢. Se afirma que

1

o
x =z bif;l es lfmite de la sucesi6n (x,), pues dado un ¢ > 0 existe un 1
=1
tal que p™! < ¢, entonces existe ¥ = ¥, tal que si & > ¥ es x (J) = xlg) ¥
J =i, estoes u(xk-_x) > i, lo que significaquesik > 7, es dlx,x) < p™t <
<e.

Se tiene as¥ que F{{Z}) esun cuerpolocal cuya caracterlstica del re-
gidual es distinta de 2, por lo tanto podemos aplicar el teorema de
Springery obtener elisomorfismode grupos ¥X((2)) ~ #% x W¥. Porejem-
plo, si ¥ = F {cuerpo de los nlimeros reales) es wR((¢H ~ 2 % 7. Tam-
bién si p # 2, se tiene WZ,((t)) ~ W, de lo que se deduce que existen
exactamente 16 formas anisftropas sobre el cuerpo local zp((z‘,)).

Sea Fun cuerpo local tal que caract{f) £ 2, Toda forma cuadrédtica
de dimensitn | puede ser escrita {u) o {mud. De agu! resulta que to-

da forma diagonal g sobre X puede escribirse g = (Ugpsveortigl LT -
© {Ugrar oo s Uy, dondey, son unidades en 4, sean g1 = @1' s By, Fe =
= {fyrgs o+ o0 o)y Gy ¥ Tz S0n llamadas la primera y segunda formas re-

siduales de g. El teorema de Springer establece que las formas resi-
duales son dnicamente determinadas por g cuando se consideran g, R
¥ Gz como elementos del anillo de Witt respectivo; mds precisamente,
existe un isomorfismo:

(dy, do)t WK —~ WE % WE

de los grupos aditivos tal que sig € WKesd,gl=7, v dolg) = 3. A con-



tinuacién se presentan algunas otras consecuencias importantes del teo-
rema de Springer.

Propogicifn 4, Sea X un cuerpo local, caract{X) # 2.

a) Sig= {Uge oo v lUg)s Uy € U es K-forma. g es anisétropa sobre X si,

y s6lo si, g es anis6tropa sobre K.

b) Sig=g, 1 {Mgs dondeg, = {ua o) Yoo = {Upar o0 ity g €0,
g es anisdtropa sobre K si, g4, g, son anisStropas sobre X.

c) Si toda forma cuadrdtica de dimensién n+ Ll sobre F es isbtropa, en-
tonces toda forma cuadrdtica de dimensién 2n + 1 sobre X es isbtropa.

d) 5i existe sobre ¥ una forma anisétropa de dimensién n, entonces K
tiene una forma cuadrdtica anisétropa de dimensién 2p,

Demostracidn, Probaremos a}). b), <) y d) son consecuencia
inmediata de a} y del teorema 3 (se dejan como ejercicio para el lec-
tor). Supongamos que ¢ es anisétropa, si fueseg isStropa, existirfa
un vector {ky, « .., %,) en A isbtropo para g. Como x, = a,by, B, # 0oy
en 4, se pueden elegir los x, en 1, y aln mds, prescindiendo de la po-
tencia comtn de 7 contenida en los x, se puede suponer que algln x, €
€ [/, de donde (%y, ..., ,) es un vector isbtropo para ¢ en f, lo que e3
contrario a lo supuesto. Reciprocamente, sea ¢ anisftropa. Sig fue-
se isétropa, entonces sobre F serla g=1(F) . (7), donde dim(z), <
< dim(g). Tomando una diagonalizacién de (i}a sobre K v aplicando el
isomorfismo inverso a (d,, dg), se obticne ¢ = {v;, ..., v en ¥k, pero,
por lo ya demostrado, {v,,...,D.) €8 anis6tropa, entonces dimig) = r =
= dim(z),, lo que es absurdo.

Aplicacién 4, Sea p un ntmerc primo, p # 2, ¢, el cuerpo de los
nimeros p-ddicos, Entonces:

a) Toda forma cuadritica sobre §, de dimensifn mayor o igual que 5
es isbtropa.

b} Existe una (nica forma cuadritica anis6tropa sobre ¢, de dimensién
4,

b') Existe una Gnica 4lgebra de cuaterniones sobre @, no trivial, el 41-
gebra (u, p), donde u €Uy 4 £ 45

Demcstracibn,

a) Como toda forma ternaria sobre 7, es is6tropa, basta aplicar c) de
la proposicién 4.

b) La {inica forma binaria anisétropa sobre 7 es {1, -G}, donde lyu
son los representantes de las dos clases moédulo cuadrados de 7, (véa-
sc el ejemplo 7 e, capftulo 1), Resulta que (1, -u) L 7 {1 -u)es ani-
sétropa sobre ¢, esto es {1, -u, -p, puy es la fnica forma anis6trou-
pa de dimensién 4 sobre g, por aplicacién de la proposicibn 4 d,
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b'} La forma de Pfister {(-u, - p)) como espacio cuadrdtico es justa-
mente el 4lgebra de cuaterniones (y, p).

Nota,

a) Como 0, (1), (i} v {1, i) sontodas las formas anisdiropas sobre i
(i p es de la forma 4n + 1), v 0, (D), (- v {1, i) en el caso p =
= 4n + 3, donde 1 y [; representan las dos clases médulo cuadrados de
Zp entonces de la proposicibn 4 bse pueden escribir las 16 formasani-
sbtropas sobre (..

b) Los enunciados a) y b) (respectivamente b') son también v4lidos en
el casop = 2,

Ejemplo 4, BSea (; el cuerpo de los 3-4dicos. EIl normalizador es
3, Zg es el cuerpo residual v 1y 2 los representantes de las clases m6-
dulo cuadrados en Z,., Todas las formas anisbtropas sobre Zs son 0,
{1, (2) vy {1 -2}, luego a partir de la proposicién b) se tiene que las
formas anisétropas sobre J, {salvoisometria) son 0, {1y, (2),(l, -2),
(3>1 <6>’ (3-' = 6)! (l, 3>’ < ]r 6>, (1! 3- '6>1 (2' 3>’ (2' 6>: <2: 3: "6> B
(L -2,3), (1,-2,6) y {1 -2, 3, -6.

Ejemplo 5, La forma g = (3, -1, 14) es isétropa sobre {, pues
(1, /T7, 1) es un vector isbtropo para ¢ {observar que 17 = 1 méd 84).
Si{ag, b, ¢y es una forma ternaria sobre @p donde p #£ 2,0, b, c€ U,
entonces es isGtropa en virtud de la proposicién 4 a), Luego g =
= {3, -1, 14) es isGtropa sobre todo @y 8ip #3,7. Veamos sobre g,
g=(14,-1) L 3(D), luego g, =(2, -1y ygy= (1) en ¥Z,. Observamos
directamente que §, » g, son anisbtropas sobre 5;, por lo tanto de la
proposicion 4 b) resulta g anisétropa sobre @, (véase el caso p= 7 co-
mo ejercicio).

A, 6 EL TEOREMA DE HASSE-MINKOWSKI PARA ¢

En las scceiones precedentes hemos podido observar que la clasi-
ficacidn de las formas cuadréticas sobre un cuerpo p-4dico, p#2 es-
td completa por la aplicacién del teorerma de Springer. El casops= 2
es mids complejo y aunque no lo tratamos, en este caso la clasificacién
también estd completa. Paraelcasodelcuerpo ¢ delos racionales (o de
extensiones finitas de 3} el problema de clasificacitn es més dificil y
abarca resultados profundos de la teorla de los nfimeros. E principal
resultado es el famoso tecrema de Hasse-Minkowski, cuyos alcances
son mayores a los que vamos a tratar.

Sea { el cuerpo racional, una valuacibén discreta sobre § determina
un valor absoluto no arquimediano de la forma vista va. Un teorema
cldsico de la teorfa de valuaciones afirma que todo valor absoluto so-
bre § es, salvo equivalencia, un valor absolute p-4dico o el valor ab-
soluto ordinario de §. Asf, pcdemos denotar por @, las completaciones
de ( para todos los valores absolutos no arquimedianos, y Qp = R cuan-
do se trata del valor absecluto ordinario, en este caso se dice que p es
el primo infinito o el primo arquimediano de § y se escribe p =

Teorema 4 (Hasse-Minkowski), Una forma cuadrédtica sobre ¢ es
isdtropa si, y s6losi, esisbtropa sobre todas las completaciones gy degq.



Se tienen de inmediato los siguientes corolarios:

Corolario 1, Sea g una forma cuadrdtica sobre g, a €9, g repre-
senta a g si, ysbdlosi, q representa a g en tedo @y

Demostracidn, 5i g representa a g, entonces § <@, implica que g
representa a g en todo ;. Reciprocamente, g 1 {-a) es isétropa en to-
do @, implica, por el teorema de Hasse-Minkowski, queg L {-a) es 1s6-
tropa sobre { y, por lo tanto, representa a g.

Corolario 2, Existe un homomeoerfismo de anillos

rt WK = I;WQ,

que identifica pQ con un subanillo del anillo producto,

Demostracibn, La inclusidén { <, induce unhomomorfismo de ani-

Do ry: wg - W8, luego r= (r))iu — Iy, es un homomorfismao de anillos,

Sca g € W tal que g es hiperh6lica sobre todog,. Se procede por induc-
cién en n = dim(g). Por el teorema de Hasse-Minkowski g es isdtropa
sobre ¢, luego sin = 2, ¢ es un plano hiperb6lico. Sea » > 2, entonces
g =g. L X sobre . Se observa que g, es hiperbélica sobre tode @, des-
de que g lo es (aplicando ¢l teorema de cancelacién de Witt), como
dim(g,} es menor que n, por la hipétesis inductiva, es g, hiperbblica
sobre @, por lo tanto g es hiperbélica sobre {, lo que demuestra que r
es inyectiva.

Se observa que la inyeccién » no proporciona una imapgen explicita
de 7. Puede demostrarse independientermnente del teorema de Hasse-
Minkowski que W0 =~ Z® £, @ @ WEZ, como grupe aditivo.

p#2

Corolario 3, Sea g una forma cuadrdtica sobre , dimig) = 5. Si
g s isbiropa sobre R, entonces g es is6tropa sobre g.

Demosatracibén, Aplicar el teorema de Hasse-Minkowski y la apli-
cacibn 4 a).

Ejemplos:

6} Todo racional positivo puede expresarse como la suma de 4 cuadra-
dos en .

Seaqg €9%, laformag = (L 1, 1, 1 -a) sobre ( es isttropa sobre
R, puesto que -g = -1 mb6d 2, lucgo existen ¥, Xg Xsr Xy ¥ X DO todos
nulas, x, € J tales que:

Brud+r B +d = e

siy, =0, tendrfamos necesariamente que X, 2 Xp = Xy = Xy = 0 desde que
@ es formalmente real, luego es x # 0 v g puede expresarse como la
suma de 4 cuadrados en §.

Nota., Este resultado es una aproximacidn al cldsico teorema de
l.agrange que establece que todo entero positivo es suma de 4 cuadra-
dos en 2.
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Ejemple 7, La forma g - {1, 2, 5, -10) es aniséirepa y universat
sobre ., Porellecrema de Hasse-Minkowski basta ver gue existe una
completacién §, de 2 en la cualy esanisdtropa. Seobservaque {1, 2, 5)
es is6tropa sobre todo ¢, tal que p £ 2,5 (en el prime infinito, comeo
-10 = -1 m6a B° sc tiene que g es isbtropa). En{, se tiencqueg = (1, 2) |
L 5L -2}, luegog, = (L 2) ygpa= (L -2) son las formas residuales
en WZ,. Es fdcil verificar en forma directa que 3, v 5, son anisétropas
sobre 7, por lo tanto, aplicando la proposicitn 4 b) se tiene que g s
anisbtropa sobre g.. S5id € .;", la forma {1, 2, 5, -10, -4} es isGtropa
sobre { desde que lo es sobre 7 (corelario 3), en consecuencia existen
X, L= 1, ...,5, enJ, no todos nules tales gue:

A+ 2xi+5x- 104 = 4

S5i 4 = 0 resultarfa 5 is6tropa sobre ¢, contraric a lo demostrado ya,
por lo tanto X £ 0y q representa ¢, esto es g es aniversal,

Ejemplo 8, La forma g = (3, 5, -7, 11} es isbtropa sobre . So-
bre 7 es inmediate ver que g es is6tropa. También, come la forma
{3, 5, -T) ¢s isbtropa sobre J,, si p £ 3, 5, 7 se tiene que g es isbtro-
pa sobre ¢, p#3, 5, 7. Enelcaso =3 se observaqueg = (5, -7, 11} 1
L 3+ (1) tiene su primera forma residualisStropa (desdeque 3, .7 y 11
son unidades en J,), por lo tanto g es isbtropa sobre J,. De modo and-
logo, g es is6tropa sobre {; vy ¢., por lo tanto, aplicando el teorema

de Hasse-Minkowski tenemos que ¢ es isbtropa sobre &,




APENDICE A, LA APLICACION TRAZA

En el capltulo 2 se ha hecho uso de algunas propiedades de la trazz
en extensiones separables de grado finito, En este Apéndice, para fa-
cilitar la lectura, se desarrollard en forma brevey restringida los con-
ceptos necesarios para la comprensidn de los temas expuestos relacio-
nados con la aplicacién f{raza.

Sean 4 una p-4igebra de dimensién finita v x € 4 un elemento arbi-
traric. Sabemos que T,:4 -4, definido por Tla)=x -a Yo €4, es un
F-endomarfismo del espacio vectorial 4. Se define la traza de T, co-
mo la traza de la matriz de T, en una base cualquiera de 4. Definimos
entonces TiA - F por T{x) = traza{T,) + I se denota usualmente por I, /f

vy se denomina la gplizasidn trasa de 7.

Supongamos que ¥/ es una extensitn de cuerpos de grado finito, se-
parable. Existe un x € ¥ lal que ¥ = Flx). Puede verse de inmediato
que si X* - QLX"’" + ... +{-1Pz, es el F-polinomio minimal de %, enton-
ces Ty/rlx) = a,= ¢u(X) ... * gu(x), donde g1, ...,H, son las diferentes
F-inmersiones de £ en su clausura algebraica. Ma&as generalmente, su-
pongamos que deseamos calcular la traza Tx/Fly)paray €. Sea A" -
S ™ 4 .o+ (-1)® Bg su F-polinomio minimal. Sea w € £ tal que & =
= Fly)(w), entonces una 7F-base del espacio & es:

(L e e ™, g ™ L Y,

donde .« m= [f: F]. Calculando directamente en relacién con la hase
la matriz de 7, se encuentra que Ti/¢{y) = rb;. Se observa que rd; es
g.ly) + ... +g.ly) (porque las inmersiones g, se obtienen coma compo-
sici6n de las n inmersiones dislintas de p(y) sobre # en la clausura
algebraica, con las r inmersiones deg sobre ply}). Tenemos luegoe que
s5i ¥/F es una extensitn separable de grado finito la aplicacibn traza

IK/F:]{_»F es tal gue Tyfe(x) = galx) + ... +gu{e) Vx €A

Se define la aplicacibn nerma de § sobre 7, denotada por ¥/t 4 —
~ 7, por Felelx) = gilx). . 0.(x} ¥ x € . donde g, . .., g, dencian todas las
distintas inmersiones de ¥ sobre F en una clausura algebraica.

Observaciones: Denotemos por {unaclausura algebraica de F fija.
a) TxfstX = F es una aplicacibtn fp-lineal y NK/E:?E' -~ /" es un homomorfis-
mo de grupos multiplicativos, donde o - TK/F(@) Vo - _-’Ifx/p(a) son las

aplicaciones definidas,

b) Si g = F(/d) es una extensifn cuadritica v como las F-inmersiones
de ¥ en ) son la identidad sobre ¥ y x + y/4d » x - /&, se tiene:

Tefeloe # y/d) = (x+y/d) t(x - p/3)=2x
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Fyele + /3 = X - &y®

Proposicién A.l, Sean f,,...,f, # gmorfismode cuerpo de K en [.
Entonces g f (e} + ... +a,filx) =0, Yx €K q, €L, implica, g, = ...
N 0, es decir f,,..., f, son [ -linealmente independientes.

Demostracién, Por induccién sobre n. Sin = ], esa,fy{x=0, ¥ x
luego g,f,{1) = 0, entonces g, = 0. Supongamos n > 1 yque la proposi-
cibn es vdlida para n - Lmorfismos. Eng,f,(x) + ... +a,f.(x) = 0 po-
demos suponer todos los g, £ 0, v2 que en caso contrario concluimos
por la hipbétesis inductiva. Luego existe un ¢ € X tal que f (o) # f.la) ¥

n n

entonces de z o, f,{x) = 0 se sigue que 2 o,jfn(c"')a‘fi(c)f‘(x) =0 vy tam-
=1 t=1
n
bién z ora,f{x) = 0. Restando esta expresién de la anterior se obser-
1=1
va que el n-&simo t&rmino de la sumatoria es cero y obtenemoss:

1=.lcr.;.,’c:.,(J’i(n::)_f,.,(c:'i) - Lifix) = 0.

Entonces, por la hipétesis inductiva, es fl(cjjn(c)" = 1, en particu-
lar flelf le)> = 1, luego f:.(C) = f.{¢), 1o que escontrario ala eleccién
de ¢, en consecuencia todos los ¢, son cero.

Corclario A,2. Sea K/F una extensifnalgebraica, separablede gra-
do finito 5, entonces Tx/¢t K - F es uwna aplicacidn p-lineal no nula.

Demoatracién. Sean f,,...,f, las # g F-inmersiones de K enla
clausura algebraica de f, entonces TK/F = f1+ ... + f,, ¥y por la propo-
sicibn antericr, no puede ser TK/;.- idénticamente nula.

Corolario A,3, Sea ¥/F una extensifén scparable de grado finite,
T K®E - p, aplicacién definida por T (x, )= TK/F(JC - ), entonces (X, T,)
es un F-espacio cuadrdtico regular.

Demeostracidén, For el corolario A, 2, existe un x, tal que Ty pldo) #
£0. Seay € Ftalque T(x,y) = 0, siy # 0 sea x = xg" entonces
0= j_”r(xoy'l, ¥l= T’(/f(xo) es una contradiceibn.



APENDICE B, TEOREMA CHINO DEL RESTO

Sea A4 un anillo conmutativo con unidad 1# 0. Si vy .Json ideales
de 4 se dicen comaximales, si J+.J=4. Sabemos que si Jys - -0, €8
una familia finita de ideales, entonces J, ... J, © J, N.JoN... N J,.
Afn m4ds si los ideales J, soncomaximales dos a dos, entonces se cum-
ple la oira inclusi6n, esto es la igualdad.

Teorema "Chino'" del Resto, Sean A un anillo conmutativo con uni-
dad, y .Jy, .-, J,ideales comaximales dos a dos. Pados xp, +. -, x, € A4,
entonces existe x €/ tal que x, = x mbdlT ) para L= 1, ..., n.

Demostracifn, Se hace por induccibn, 5in = 2, como J, + J; = 4,
entonces 1 =g, + 05, cON G, & Jy- Tomemos entonces x = 02.% + GgiXy ¥
se veritica lo pedido. Sean n 2 £ y el teorema vélido para » - 1l idea-
les comaximales dos a dos. Dado 7, v .J, con { # 1, podemos encon-

trar b, €.7, Ya, £J, tales que 1 = g,  + b parais= 2,....n luego b, =

=1 -a, entonces nby= (L -2,), logue implica queJ, v Jo o+ s J, 8ON CO-
maximales, y considerando [, 0 en 4, aplicamos el cason = 2 ya de-
mostrado y encontramos un z, € A tal que g, = | méd J, v z, = O0méd [
A Repitiendo el proceso encontramos Zor -+ -2, tales que z; = b
méd J, y 24 = 0 mé6d{r,), si i # 7. Ahora bastard delinir el elemento

%= xa2y ¥ .-« + x, 7, PATa tener el elementa buscado.

Corolario B,2,2. Con las mismas hipbtesis que el teorema ante-
rior, se tiene el siguiente isomorfismo:

A A s
Te o Te BN Ade

Demostracién. Es inmediata.
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