Capitulo XXIIT

Integrales curvilineas

§ 1. Integral curvilinea de la primera especie
Sea K una curva plana suave (o suave a trozos!)
z=a(t) y=y@ (€l Bl)
donde ¢ es un pardametro, y sea
ds=Vdat-dy* =V a2 )+ y? (1) |dt]

su diferencial de arco. Aqui, si w<(f, entonces dt>0 y ds=

=4 VzeFyide: si az=p, dt<0 y ds= —VzrTry,dt. Si
f{z. ¥) es una funcién continua sobre la curva X, la integral

§ i
(i@ nds={ @0, y@) VOFI@ 1d )
K o

se denomina integral curvilinea de primera especie.
En el caso cuande la curva K esti dada por la ecuacién

y=y() (ez<b),
considerando x como un pardmetro, obtendremos

b
{ 1@ nis={ i@ pViTy@adz
K a

Supongamos que K es una curva material, es decir, que tiene
masa. Sean As cierto arco de la curva X que contiene un punto M,
y Am la masa de este arco. Entonces, la relacion Am/As se llama
densidad media del arco As, v

A
)= lim —
i ) iy '
es decir, el limite hacia el cual tiende la densidad media del arco a
condicién de que el arco As tienda a transformarse en un punto M,
se llama densidad lineal del arco en el punto M.

1) Es decir, las derivadas de sus coordenadas presentan, posiblemente, un
nimero finito de puntos de discontinuidad de primera especie.

ag=
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Si p = f (2, y) se considera como la densidad lineal del arco en
su punto corriente M (z, y), entonces

dm=pdS
es la masa de un arco infinitesimal ds (masa elemental) y la integral

I = S p.ds (2:]
K
representa la masa de la curva (interpretacién fisica de la integral
curvilinea de primera especie).
La integral curvilinea de primera especie posee las propiedades
evidentes siguientes.
1) La integral curvilinea de primera especie no cambia su valer
cuando varia el sentido del camino de integracién (fig. 238), es decir;

ad

donde K* es la curva K recorrida en el sentido dado (correspondien-
te, por ejemplo, al incremento del parimetro t) y K- es la curva X
recorrida en el sentido opuesto (correspondiente a un ¢ decrecierite).

Kz ¥
r '4
i
/‘ It MiEy)
[
7
7 - ;! e r z
Fig. 238 Fig. 239

2) Bi el camino de integracién K estd dividido por un punto
cualquiera en dos partes: K = K, |J K, (fig. 238), entonces

§ =0+1.
KU Ka Ky Ka

EJEMPLO. Hallar la masa de la semicircunferencia 22 4- 42 =1 y = 0T}
(fig. 239) sabiendo que su densidad lineal en el punto corriente M (=, y) es pro:
porcional a la ordenada y.

Tomando como pardmetro ¢ 6l Angulo polar (fig. 239) obtendremos las ecus-
ciones paramétricas de la semicircunferencia:

z=co8¢ yp=oent (0<t¢<m. 3
La masza elemental es
dm=pds=Fky Va Ly dt, )

donde & es un coeficiente de proporcionalidad.
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Puesto que
x'= —gent, y' =cost

¥
dS= V' z iyt di=dt,

de la (4) tenemos
dm = k sen ¢ dt.

De aqui la masa de la linea I' serd igual a

n n
m=k { sentdz=k(—cost)[*=2k.
% ]

Se calcula del mismo modo una integral curvilinea de primera
especie de una funcién f (z, y, z) tomada a lo largo de una curva
espacial suave a trozos K:

z=2z(), y=y(@), z=z() (Ela, B

?
(1@ v 9as=\ @@ v O, )WVZTTHF7TOF770 |,
K

o

donde

ds=Vdz+dyf +di2 =V zZ () + g2 (1) 52 (2) |dt|
es la diferencial del arco de la curva espacial K.

§ 2. Integral curvilinea de segunda especie

Sea
z=z(t), y=y (@) (€l B
una curva suave (o suave a trozos) K cuya orientacién esta elegida
(una curva semejante serd llamada, para abreviar, camino), y sean
X (z, y) e Y (z, y) dos funciones continuas sobre la curva K. Te-
niendo en cuenta que Jas diferenciales de las coordenadas corrientes z
e y de la curva K son de la forma

dr = z' () dt, dy =y’ (t) dt, (1)

se llama integral curvilinea de segunda especie de dos funciones X e
Y tomada a lo largo de la curva K a la integral

{ X(z, paz+Y(z, g dy=
K

B
={xeco. vz O+YE0, yo)rwiee @
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(de una manera tradicional no se ponen paréntesis en la expresién
izquierda y se supone que la integral { se rofiere a toda la suma)

K
Si el camino K estd dado por la ecuacion
y=y @) (z€la, b,

la féormula (2) adquiere la forma

{ X@ ety (@ pay=
K
b

= X@ y@+YE y@)y Dz )

a

De un modo andlogo, si K estd dado por la ecuacién z = z (y)
(v €4, BI]), entonces

{ X (@ pde+Y(z yay=
H

B
=@ @ o+ Yew, ma. @
A

La integral curvilinea de segunda especie posee las propiedades
siguientes:

1) Si varia el sentido del camino de integracién, la integral cur-
vilinea de segunda especie cambia de signo, es decir,

{=- §c )

K-

Efectivamente, la variacién del sentido del camino de integra-
cidn es equivalente a la permutacién de los limites de integracién
e ¥ P en la integral definida (2), y esto exige el cambio del signo'de
la integral definida (§ 5 del cap. XIV).

2) Si el camino de integracién K estd compuesto de dos partes
K = K, |J K,, entonces

{ =§+:§,° ®

K UK, 1

EJEMPLO 1 Caleular los valores de la integral

I=§ ypdzr — x dy
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a lo largo de los caminos indicados: 1) la recta QA ; 2) la pardbola OmAd de vértice
O y de eje Oy; 3) la iinea quebrada OBA; 4) la linea quebrada OCA ({1%. 240).
soLUcION. 1) La ecvacion de la recta 04 o8 y = 22 (0 < z < 1). De aquf

dy = 2dx y, por consiguiente
1

1=\ (dz—z-2d5=0.
[

2) La ecuacion de la pardbola OmA es de la forma y = kx®, Como esta paré-
bola pasa por el punto A (1, 2), 2 = k-1? ¥ esto signilica que & = 2, es decir
y = 222 Do aqui dy = 4x dx, ¥ enlonces,

. ¥

Is= q (222 dx — x4z dz) =

)
¢ 2 2
=—S 2:t dr= —‘:,__\‘.—.l::l lo= 3
0
3) De acuerdo con la propiedad 2 tenemos
fy={ was—zap+ { waz—zan. @
OB BA )
Como la ecuacion de OB es y=0(0 < z<<1), Fig. 240

entonces dy = 0.

Luegpo, la ecuacién de BA se escribe de la forma 2 = 1 (0 2); por eso
dz = 0. De la férmula (7) obtenemos Ll A
1

L= @—2-0)dz

(90—1)dy= —2,

e &

0 L]
4) Operando de modo an#logo, obtendremos
2 1
£y =§ war—zdn)+ | war—zdn={ -0~ ay+ | 2—2.0)dz=2.
c éa 0 [}

Notemos que la integral I teniendo extremos fijos del camino de integracién
K depende aqui de la naturaleza del camino de integracién.
EJEMPLO 2. Hallar la integral

= g ydz--zdy
K
a lo largo de las lineas K indicadas en el e%emplo 1.

soLuctoy. Utilizando las ecuaciones de la linea X dadas m#s arriba, obten-
dremos sucesivamente

1 1
L= §wastean={ @easta2an=4 { carman iy,
04 0 0

1
Fiom S (!r¢$+2dy)=5 (22 dz+z.4zde)=8 \ s¥dz =229 |}=2,
Oma [i]

e T
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2
= wir+zdp+ § wastzan={ O+s0art { gorna=2
0B BA 1 )
i
]

w2

1= ozt zan+

Wiz 4z = (1040 dy+ | @+2-0)dz=2.
oc éa o

Da este modo, la integral I tiene aqui un solo y mismo valor para diferentes
caminos quo unen los puntos O y 4. La diferencia principal entre los ejemplos {
¥ 2 serd explicada en el § 4.

Si
z=z({t), y=y@) z=1z() (t€la, pl)
es una curva K espacial suave a trozos y X (z, y, 2), Y (z, y, 7),

Z (2, y, z) son tres funciones continuas sobre la curva X, se ilama
integral curvilinea de segunda especie correspondiente a la siguiente;

§ X@ y )ds Y (@, 4, Ddy+Z(a, v, Ddz=
K
B

= IXE0. 10, : )T O+Y @O, yO. 20y O+
) +Z(z 0, ¥, 1) O1d.

§ 3. Interpretacién fisica de la integral eurvilinea
de segunda especie

Sea F = {X (z, y), Y (z, ¥)} una fuerza continuamente variable

v sea
r=z(t), y=y@® (c€la Bl
el camino recorride por el punto de aplicacion de esta fuerza (fig. 241);
—

designemos por dg = MM’ un veclor infinitesimal del desplazamien-
to del punto corriente A (z, y) de la curva K hacia un punto infi-
nitamente cercano M’ {z 4 dx, y - dy} (despreciamos aqui los in-
finitésimos de orden superior a ds). Tenemos ds = {dz, dy}. Como
sobre un camino infinitamente pequefio ds, la fuerza continua F
puede ser considerada como constante (véanse los §§ 12 y 13 del
cap. XVIII), entonces el trabajo elemental de esta fuerza es igual a

dd = Fds = Xdzr + Y dy. (1)

Integrando la expresién (1) a lo largo de la curva X obtendremos
el trabajo de la fuerza

A==S X dz-- Ydy. 2
¥ e
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La expresion (2) es evidentemente la integral curvilinea de segun-
da especie correspondiente.

Y bien, la integral curvilinea de segunda especie expresa el trabajo
de una fuerza variable a lo largo del camino de integracién, las proyec-
ciones de esta fuerza sobre los ejes de las coordenadas son los coeficientes
correspondientes de las diferenciales de las variables.

¥
¥ F ¢
N
= Mz dz, yrdy)
!
Mzy)
gl = 7 -]
Fig, 244 Fig. 242

EJEMpLO, Calcular el trabajo 4 de la fuerza variable F = {y, —z} cuyo pun-
to de aplicacién describe la pardbola OB (fig, 242):

y=2z* (N<zx2). 3
De acuerdo con la férmula (2), tenemos
A= q Xdz4+Ydy= S ydz—zdy.
o8 (]
Mediante la ecvacién (3) obtenemos dy= 2z dx, por eso,

2 2
3 |2
A= S ztdr—z-2rdzr= —S 2t dr= — nn:—ziunidades.
0

3 3

De un modo andlogo, el trabajo de una fuerza espacial
F={X(z, y, 2), Y (z, ¥, 2), Z(x, y. 2))

a lo largo del camino K: x =z (¢), y = y (t), z = 3 (f) se expresa
por la integral curvilinea de segunda especie

Ao § Xdz +Y dy+Z dz.
i

§ 4. Condicién para que una integral curvilinea
de segunda especie sea independiente
de la naturaleza del camino de integracién

Sean X = X (z, ¥), ¥ =Y (z, y) dos funciones continuas en un
dominio G (fig. 243). Examinemos dos puntos cualesquiera M, (z,, y,)
Yy M; (x5, y,) del dominio y todos los caminos posibles M,alM,,
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M,pM,, MyyM,, . .., que unen estos puntos (M; es el comienzo
del camino y M, es el fin del camino) y sin salir de los limites del
dominio G. Puede ocurrir que

{ Xdz+vay= | Xdevvay— | Xdzgvay=...

MatM, MiBM, MM,
1)
Iin este caso se dice que la integral curvilinea de segunda especie
I= { Xdztvdy (2
M,

no depende del tipo del camino de integracién en el dominio dado G.
Si se cumplen las condiciones (1), no es
necesario indicar el camino de integracién
para la integral (2), es suficiente sefia-
lar solamente los puntos inicial M, (x;, y,)
y terminal M, (z,, y,) de este camino. Por
eso se uliliza en este caso la designacion

(xy, ta)
1= { Xaryvay (3
(xy, W)
Es justo el ieorema siguiente.
Fig. 243 TEOREMA. Sien un dominio G la expresién

e integrar X dx <+ Y dy es una diferencial
total'y de cierta funcién U = U (z, y), es decir, si

dll = X dx + Y dy para (z, y) €6, (4)

la integral curvilinea (2) no depends del camino de integracion en el
dominio G.
DEMOSTRACION., Sea
z=0(t), y=v{) {Ely, &l (5

un camino arbitrario K en el dominio G que une los puntos M, (z,, ¥y
¥ My (zg ¥2) ¥

el =2z Y(4) =y }
ot =2, Y(t))=1,.
De la férmula (4), tenemos
Xdz + Ydy=dU{e(t), ¥ ()] M

1} Sobre la condicién de existencia de una diferencial total, véase el §9
del cap. XX.

)
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De aqui obtenemos
ty

I={aUle®. +O1=Ule®. $O1|"=Ule ), vEN—

t

—Ulp(t). $(t)). (8)
Luego, utilizando las relaciones (6), tendremos
IT=U(zs, y)—U (20 y)=U(Mp}—=U(M,). ©)

De este modo, la integral 7 no cambia su valor, cualquiera que
sea la eleccién de funciones @ (t), ¢ (t) y, por consiguiénte, estainte-
gral no depende de la naturaleza del camino que une los puntos
M, (x1, ¥1) ¥ M, (zg, yo).

COROLANIO 1. Si la relacidn (4) se cumple, en virtud de la (9) tene-
mos

(x4, Va)

Xde+Y dy=U(z,, y) —Ul(zy, 1y) (10)
{x1, W1
(férmula de Newton—Leibniz generalizada).

COROLARIO 2. Si la expresidn subintegral X dz + Y dy es una dife-
rencial total y si el camino de integracién K es cerrado, entonces

§Xdz4Ydy=0
X

(el circulo pequefio en la integral significa la integracion a lo largo
de un camine cerrado).

EJEMPLO, Hallar
{3,

I= ydz+4xdy.
(1,2

Puesto gue y dr +— x dy = d (zy), entonces, independientemente de la na-
turaleza del camino que une los puntos M; (1, 2) y M, (3, 4), tenemos

(3, 4
I= d (zy) =jxy}§§;; =3.4—1.2=10.
a, 2

§ 5. Trabajo de una fuerza potencial

El teorema del pArrafo precedente posee una interpretacién fi-

sica. Sea
F={X(y),Y(z y)}

un campo de fuerzas definido en un dominio G.
Como ejemplo de campo de fuerzas se puede citar el campo de
fuerza de gravedad cerca de la superficie de la Tierra, donde todo
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punto material de masa m estd sometido a la accién de una fuerza
de gravedad numéricamente igual a mg (g es la aceleracion de la
fuerza de gravedad). Un ejemplo més general de campo de fnerzas
es el campo de gravitacién creado por una masa M. Segin la ley
de Newton un punto material de masa m sitnado en este campo a la
distancia r del centro de atraccién estd sometido a Ia accién de una

fuerza numéricamente igual a k& 2L k es la constante de la gravita-
gu = g

cién} y dirigida hacia el centro de atraccion. Otro ejemplo de campo
de fuerzas es el campo eléctrico de Coulomb.
Si existe una funcién U = U (z. y) tal, que

a au
X35, Y=5.

ge dice que éste es un campo polencial (en otras palabras, que F es
una fuerza potencial) y la funcién U/ se llama potencial del campo.
En este caso es evidente que

Xdz+Ydy= —gg-dx+%zidy=do.

De donde, para el trabajo 4 efectuado por la fuerza F a lo largo

del camino que une los puntos M, (z;, ¥,) ¥ M, (z; ¥.),» tenemos
(%, ¥a) (Za,_Va)

A= | XdztYdy= 5 aU =

(10 ) (=1, 1w
=U(zy ¥)—U (2, yi)s

es decir, ¢l trabajo de la fuerza potencial

no depende de la naturaleza del camino y

es igual a la diferencia de polenciales de

) mny la fuerza para los punios de partida y de

llegada de este camino.
7 z En particular, si el camino es cerrado,
entonces el trabajo 4 = 0.

g Ml 23, 4r)

Mzy)

Fig. 244
EJEMPLO, Calcular el trabajo A producido
por la fuerza de gravedad para desplazarenel
lano vertical Ozy (cerca de la superficie de la Tierra) un punto de masa m de
a posicién M, (z;, ¥y) & la %osicién My (g, yq) (fig. 244). .
8i el eje Ox o8 horizonta y el eje Oy es vertical, las proyecciones de la fuer-
za de la gravedad que actiia sobre el punto material de masa m son iguales a

X=0 ¥=—mg

Tenemos
X dz 4 Y dy = —mg dy = d (—mgy).

Por eso, como potencial del campo de gravedad se puede tomar

= —mgy.
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De donde se deduce que el trabajo de la fuerza de la gravedad, independien-
temente del camino M,A7,, serd igual a
Ay |5 = = .

OBSERVACION. Resultados andlogos son también justos para la
integral curvilinea tomada a lo large de una curva de espacio. En
particular, si

Xdr +Ydy + Zdz = adU (x, y, z),
entonces
(%3, ¥ 24)
Xdz+YdU+ZdZ=U(3gl Var 2)—=U (2, ¥4 Zy).
(%1, Vi 24)
EJERCICIOS
1. Calcular las integrales curvilineas de primera especie;

a) § (=) ds, donde K es el segmento de la recta y=2z—1 {—1 =I5 2);

b) q xz ds, donde X es el arco de pardbola y:;T, 0 z1);

X
c) s #%y? ds, donde K es la circunferencia x= R cost, y=FHsen( (U
K
= 2n);
d) K arclg% ds, donde X es el arco de la cardioide r=e (1 4-cosq) (0 <<
K
=pxn/2

2, H&liar el drea de la superficie de una «cercas construida sobre la perife-
ria X de un cuadrado de lados 0 << = << 1, 0 << y <C 1, cuya sltura en el punto
(z, ¥) € K es igual a z = #2 4 p*

3. Calcular la masa de la circunferencia z2 4 y*= R, si su densidad en el

iz
punto (z, y) es igual a p = 5%.

4. Determinar las coordenadas del centro de gravedad C (z,, y,) de la se-

micircunferencia homogénea K: 2z 4 42 = R2, y = 0.
mmc,\gmm, Se demuestra en mecinica que las coordenadas del centro de
gravedad de una curva homogénea K se expresan mediante las f6rmulas

:D=-~l—- q x ds, y°=—%;— g ¥ ds,
K

L]

donde L es la loufitud del arco de la curva.
5. Calcular el momento de inercia f; del arco de la pardbola semiciibica

y = 2 (0 ST %), respecto al eje Oy.
INDICACION, .
Iy=\ 21 ds.
)
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6. Calcular el momento de inercia 7, del arco de la cicloide K: » = a (¢ —
—_ ?f\\nnﬂfﬁglai}ifx (1 — eos &) (0 <<t < 27) respecto al eje O=x.
Iy= ; ytds.
K
7. Calcular las integrales curvilineas de segunda especie:

a) \ y*dz—zx*dy, donde K es el arco de la pardbola y=1--2® situado
L}

entre l(fs‘ puntos M (—14, 0) ¥y N (1, O);
b) \ a‘_z{—_":d?y_ , donde X es el segmento de la recta z-y=1 0 <z <1y
i ¥V xy
c) (S)-f-g;_*_;gi, donde K es la circunferencia r=agco8t, y=asentl
(Ogsé?.u).
8. Calcular la integral (‘5 y (y dr — z dy), donde K es el contormo del

X
tridngulo de vértices O &0, 0}, A (2, 1)y B (1, 2) que recorre en sentido contrario
al de las agujas del reloy.

9. Calcular las siguientes integrales curvilineas de segunda especie inde-
pendientementa del camino de integracién

(=3, &) (2, 1 _
o ( zar—ya o [ LEEZL >0y
1, 2) (s 2)

(_!.'l'l'l o, 1
b} ydr—zdy; d) ex*¥ (dz - dy).

@ 5 (0, 0)

10. Calcular el trabajo de la fuerza con proyecciones X =y, ¥ = —z a
1o largo de la elipse z = acos ¢, ¥y = bsen t {0 < y = 2n). )

11. Calcular el trabajo de la fuerza ¥ = {—kz, —ky} cuando su punto de
aplicacién se desplaza de la posicién M, (a, 0) a la posicién M, (0, b).

12. Calcular el trabajo de la fuerza de proyecciones X = sgen (z -y

¥ = 0 a lo largo del contorno del tridngulo de vértices O (0, 0), M ( ’-%. O':).

N {0, -2'- cuando 6l se recorre en sentido contrario al de las agujas del reloj.
t3. Calcular el trabajo de la fuerza de proyecciones

i =¥
Lidegrs: B

donde r = ¥ 2% & y* cuando su punto de aplicacién se desplaza de la posicién
M (a, 0) a la posicién M, (0, b) (a >0, b = 0).
INDIGACION. Utilizar la férmula z dx + y dy = r dr.
14. Calcular la integral

(4, 5, 8)
zdr—+zdy+ u ds,
1,2, 3)



Capitulo XXIV

Integrales dobles y triples

§ 1. Nocién de integral doble

En la teoria de la integral definida para calcular el 4rea de un
trapecio curvilineo hemos introducido la nocién de suma integral
cuyo limite es la integral definida (§ 9 del cap. XIV). Resolviendo
el prohlema referente al cdleulo del volumen de un cuerpo nos vere-
mos obligados a introducir la nocion de suma integral bidimensional
cuyo limite se llama integral doble.

ProOBLEMA. Calcular el volumen de un cuerpo limitado por arriba
por una superficie continua z = f (z, ¥) (f (z, y} = 0), por debajo por
un dominio cerrado f{inito S del plano Oxy
y de los costados por una superficie cilin-
drica construida sobre la frontera del domi-
nio § y que tiene generatrices perpendi-
culares al plano Ozy (fig. 245).

Un cuerpo semejante se llama, por cons-
truccion, cilindroide. En ¢l caso particular
cuando la base superior del cilindroide es
un plano paralelo a su base inferior, el cilin- 4
droide se denomina cilindre, Como ejemplo
de un cilindro se puede citar el cilindro
circular que se estudia en la escuela secun-
daria. Generalizando los razonamientos que
se usan por lo comin para hallar el volu- =
men de un cilindro, no es dificil mostrar Fig. 245
que el volumen V de un cilindro con rea =
de la baso § y altura Hes igual a V = SH,

Para calcular el volumen ¥V de un cilindro dado dividamos su
base S en un nimero finito de regiones elementales AS,, AS,, .. .
- .., AS, (en general curvas). En cada regi6n AS, de éstas elijamos
un punto My (z;, y;) € AS; ({ =1, 2, ..., ») y construyamos una
columna cilindrica recta de base AS, y de altura M N, = f (2, ¥;)
igual al lado de la superficie en el punto elegido. Segiin la formula
del volumen del cilindro, el volumen de semejante columna
es evidentemente igual a

z

flzy o) ASy, (1)
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donde A8 es el drea de superficie de la regidn elemental corres-
pondiente. La suma de los voliimenes de estas columnas cilindricas
resulta el volumen de un cuerpe escalonado que reemplaza aproxi-
madamente al cuerpo curvilineo dado. En este caso, cuanto mas pe-
queios son los didmetros de las regiones AS;, tanto mejor es en ge-
neral la apreximacién. Por ego, el volumen de nuestro cilindroide
se expresa aproximadamente por Ja suma
n
Va3 f(m v) AS.. @
=
La formula (2) permite calcular el volumen ¥ con la precisién de-
seable a condicién de que el niimero de regiones AS; sea suficiente:

¥

Fig. 248 Fig. 247

mente grande y sus dimensiones lineales sean muy pequefias. Desig-
nemos por 4; el didmeiro de AS,;, es decir, sn dimensién lineal mas
grande. Més exactamente por el didmetro d de una figura @ (longitud
del arco, elemento de superficie, etc.) limitada y cerrada (es decir,
con su frontera asociada) se entiende la longitud de su cuerda AB
mas grande, donde 4 ¢ @ y B € D (fig. 246)2). Se deduce de este
definicién que la figura U de didmetro d esta enteramente encerrada
en un circulo de radio d circunscrito a partir de cualquier punto
suyo C como del centro. Por eso, si d — 0, la figura @ «tiende 'a
transformarse en un punto». Se define del mismo modo el didmetro
de un cuerpo en el espacio.

Sead = méx d, el mayor de los didmetros de regiones AS,, AS,,...
..., AS,. Suponiendo que el nimero n de regiones que intervienen
en la férmula (2) se aumenta indefinidamente (n — o) y que el dié
metro de la regién mas grande se vuelve sumamente pequefio (d ~0)
obtenemos en el limite una férmula exacta para el volumen del ci-

1) Para la comodidad designamos aqui las regiones elementales y sus éreas
con las mismas letras. La diferencia entre ellas se aprecia del contexto.
%) Las regiones AS; se pueden suponer cerradas.
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lindroide
V=lim 2 f(z. y) AS,V. 3)
- 1=1

La expresién que se encuentra en el segundo miembro de la f6r-
mula (3) se llama integral doble de lg juncion f (x, y) extendida al do-
minio S y se anota del modo siguiente

lim 3 f(zi. v AS, = § { p(a, y)as. )
80 gy s
Por eso para el volumen de cilindroide tenemos finalmente
y.§ {16 as. (5)
s

Generalizando la construccién utilizada para el calculo del volu-
men de un cilindroide, llegamos a las definiciones siguientes.

DEFINICION 1. Lidmase suma integral bidimensional (2) extendida
a un dominio dado S de una funcién dada f (z, y), @ la suma de los
productos pares de las dreas de las regiones elementales AS 1 del dominio
S por los valores f (z;, y) que la funcién f (x, y) toma en los puntos
elegidos en estas regiones (fig. 247).

DEFINICION 2. Lldmase integral doble (4), extendida a un dominio
dado S de una funcién f (z, y), al limite de la suma integral bidi-
mensional correspondiente (2), cuende el nimere n de regiones ele-
mentales AS; crece infinitamente y su didmetro mdzimo d tiende a cero
siempre que este limite exista y no dependa del modo de subdivisién del
dominio § en las AS; ni de la eleccién de los puntos en estas regiones.

En la férmula (4) f (z, y) se denomina funcién a integrar o subin-
tegral; § se llama dominio de integracién y dS se llama elemento del
drea.

Es justo el teorems siguiente.

TEOREMA. Si S es un deminio con la frontera T suave a trozos aco-
tada y cerrada®) y la funcién [ (z, y) es continua sobre este dominio S s
entonces la integral doble

§ § 7@ was=1im 3 1z, v, as,, ®)
s a0y

es decir, el limite de la suma integral bidimensional correspondiente
existe y no depende ni del modo de subdivisidn del dominio S en las re-
giones elementales AS,;, ni de la eleccién de los puntos en estas regiones.

En adelante supondremos que las condiciones de este leorema se
cumplen.

!} Hablando més exactamente, por definicién, se llama velumen del cilin-
droide al limite (3), si existe,

%) Esdecir, la frontera I pertenece al dominio (véase el § 11 del cap. XX).
T8 -0102
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En la férmula (6) no es necesario indicar que n — oo porgue del
hecho de que d — () se deduce evidentemente que n — co,
Si f (z, y) = 0, la integral doble (6) representa el volumen de
un cilindroide recto que tiene como base el dominio § y estd limi-
tado por arriba por una superficiez =
y 1 45y =/ (z, y) (interpretacion geométrica de
T la integral doble).
[ Como el valor de una integral doble
no depende de la naturaleza de las regio-
{ 17 nes elementales, en adelante, al resolver
=i / problemas utilizaremos esta circunstan-
\ 7 cia eligiendo las redes més convenientes.
7 Resulta que es Irecuentemente cdémodo
"E utilizar una red rectangular formada por
la interseccion de dos sistemas de rectas
paralelas respectivamente a los ejes de
Fig. 248 las coordenadas Ox y Oy (fig. 248). En
este caso las regiones elementales AS;;')
estan representacdas por rectdngulos de lados Az; y Ay; excepto
acaso las regiones adyacentez a la frontera I'. Para subrayar que se
utiliza una red rectangular en la notacién de la integral (4) se toma

dS == dx dy (7}

(elemento bidimensional del drea en coordenadas reciangulares) y se
escribe

§§ #e pazay=tim 3 3\ i@n v)dabdy, ()

mix]ax,l -0
2 max Ayl -0 §

donde (z;, y;) € AS;; y la suma (8) se extiende a todos los valores
de i y j para los cuales AS;; = Ax; Ay; (se puede mostrar que las
regiones elementales no rectangulares que son continnas a la fronte-
ra ' suave a trozos no influyen sobre el valor del limite (8))

En los pérrafos que siguen examinaremos los principales proce-
dimientos del calculo de una integral doble.

§ 2. Integral doble en coordenadas cartesianas
rectangulares

Supongamos, para mayor determinacién, que la regién de inte-
gracién S es un trapecio curvilineo (fig. 249)

aeLzh y (@) <y<<y. o) (1)

1) Las regiones elementales tienen aqui indices dobles: ¢ indica el namero:
de la franja vertical; /, el nimero de la franja horizontal que contiene la regitn
dada, al igual que un billete de teatro donde se indica el niimero de la fila yel
del asiento.
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donde y, = y, (z) e y, = y, (z) son funciones continuas sobre el
segniento [a, b). Este dominio se llama estdndar respecto al eje Oy.
Notemos que la vertical que pasa por el punto z del eje Oz para

a < x << b interseca la frontera I' del
dominio § solamente en dos puntos
My (z,y,) («punto de entradas) y
My (z, y,) (¢punto de salidas).

Sean f (x, y) una funcién continua
sobre un dominio S y

I= gsg f(z, y)dxdy ©)

la integral doble de esta funcién,

1) Supongamos primeramente que
f(z, ¥) == 0" en el dominio S. La inte-
gral doble I representa en este caso el

¥

Fig. 249

volumen del cilindroide (fig. 250) limitado por abajo por el dominio
§, por arriba, por una superficie z — f(z, ¥) y desde los costados

por una superficie cilindrica recta.

Fig. 250

Apliguemos, para calcular el volumen 7, el método de secciones
(§ O del cap. XV). A saber, sea o (z) el 4rea de Ja seccién del cilin-
droide por el plano M MMM, perpendicular al eje Oz en su punto

x € [a, b] (fig. 250).
sov
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En este caso tenemos

b
) j o (a) dx. 6)]

o

Pero o (z) es la superficie de un trapecio curvilineo limitado por
abajo por un segmento y, < y <C y, del eje Oy’ || Oy y por arriba,
por una curva z = { (z, y), * = const.

Por eso

e {!}
o(@)= \ iz, y)dy. (4)
'8 'Ex?

Se puede demostrar gque en nuestras condiciones la funcion o (z)
es conrtinua cuando z € [a, b).

Introduciendo la expresidén (4) en la férmula (3) obtendremos
definitivamente

valx)

§ {16 y)dzdy=§dz { 1z pay.
& a

walx)
{9)

De este modo ]a integral doble es
igual a la integral reiterada correspon-
diente (5), es decir, el cdlculo de la inte-
gral doble se reduce a dos cuadraturas.
Notemos que calculando la integral inte-
rior en la formula (5) la variable z se
considera como una constante.

2) En el caso en que z = f (z, y) es Fig. 251
una funcién de signo variable, por ejem- )
plo, f(z,y) >0 para (z,y) €S, vy [(z. y)<<O para (z,Y)€
€8, (8; US, = 9), laintegral doble (2) es igual a la suma alge-
braica de los voliimenes V, y V¥, de los cilindroides construidos res-
pectivamente sobre las bases §, v .S, (fig. 251):

{§ 1@ pazay=v,—v, ®

5

Se puede demostrar que la férmula (5) resulta también veridica
en este caso.

Apuntemos un caso particular importante: sea § un rectingulo a << 2 << b;
A<y B (fig. 252) v f(z, ) = X (2) Y {y), donde X (z) es una funcién
continua en [a, b] gue depende solamente de z, ¥ gue YE%) es una funecién
continua en [4, B] dependiente sélo de y. En virtud de la férmula (5) tenemos

b b B

B
({xavwaa={a{xaroa={x0el{roe o
& A A

=

a
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Pero la integral interior en la férmula (7) es un niimero constante y por
eso se puede sacarla de la integral exterior y obtendremos

b B
Vi x@vwan={xe@a{rou, ®)
b & 1

A
es decir, la integral doble (8) es igual al producto de dos integrales simples,

4 5
¥, | SO
e [
| H
g a [ T 7 o
Fig. 252 Fig. 253

OBSERVACION 1. 8i § es un dominio estandar respecto al eje Oz,
es decir, si (fig. 253)

ASY<B, ni<z<z )
obtenemos, por analogia con la férmula (5),

B E
SS f (. y) dzdy={ dy Sy f(z, y) da. 9)
8

o

A x{y)

En particular, si el dominio $ es un rectingulo: a<Cz<Ch,
A=y<CB, tenemos

SS f(z, y)dzdy— § dxff(x. y)dy
5 a A

B b

§§r@pazay=(ay ( 1 (2, ) d.
g @

De aqui obtenemos

b B B H
§ae{r@way={ay( 1@y ds
a A A a

es decir, si los limites de integracién en la integral reiterada de una
funcién continua son finitos y constantes, el resultado de la integracién
es independiente del orden de integracidn.



502 Cap. XXIV. Integrales dobles y triples

OBSERVACION 2. Si el dominio § no es estindar, lo subdividen
(si es posible) en un nimero finito de dominios §,, §,, ..., S,
estdndares respecto a los ejes de coordenadas Oz u Oy y partiendo de
las propiedades de limites, so toma

(§=+ 1+t (0.

8, EN Sp

¥ luego se utilizan las férmulas (5) 6 (9).

EJEMPLO 1. Calcular

i j j (#2442 dz dy,
8

donde S es un cuadrado D L <1, 0Ky <1,

Precisando los limites de integracién tendremos

1 1

y=1

I= S dr S (z2+yY) dy= j. (z’y+—¥31) L:ued: =
0 L] ]

x=1

: D O
e &

~{ (4= (3 +4)

Geomsétricamente, la integral I representa el volumen de un cilindroide
cuya base e3 un cuadrado ¥ que esta limitado por arriba por la parébola de re-
volucién z = a2® 4 ? (fig. 254).

EJEMPLO 2 Calcularla integral doble

I= g Szy'dxdy,
s

donde S es un recténgulo 0 < r<<1,
-2y <3

A2y

Fig. 254 Fig. 255

Introduciendo los limites de integracién v separando las wvaria-
bles tendremos

1 3
- Csg 2t w3 1 27+B_ 35 _
f%“"s*‘“’zos_zz 6 e
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EJEMPLO 3. Calcular

=\ f 25 dzdy, (10

r

s
donde § es el tridngulo de vértices O (0, 0), 4 (2, 0) ¥y B (2, 1) ([ig. 255).

2,z =2y es estén-

El dominio § estd acotado por las rectas y = 0, y = 3

dar tanto respecto al eje Oy como respecto al eje Oz.
Para la vertical MN el «punto de entrada» en el dominio S es M (z, 0) ¥

el «punto de salida» es ¥ | z, = )(0 <= = < 2). De este modo, cuando = estd
T

fijada, la variable y varia en el dominio § de 0 a ?-2-. Por eso integrando en la
integral doble (10) primeramente respecto a y para z = constante y después
respecto a z tendremos, segin la férmula (5)

% x/2 2 2 =3 o A
I_—.-\ z2dx 5ydy=5:’dxt—i-l %St*d.r=l-—ws—:_ =% (11)
1] L] 0

y=0

De un modo anélogo, para la horizontal PQ el punto # (2y, y} es el spunto
de entraday en el dominio, y @ (2, y) (0 << y << 1) es el «punto de salidas. Por
consiguiente, cuandoe y esta fijada la variable = varia de 2y a 2 para los puntos
del dominio §. Integrando en la integral doble (10) primeramente respecto a =
parf y é;= constante y después respecto a y obtendremos, on virtud de la for-
mula (9),

1 2 1 %
i » 3 =2 8 [
= 2 = f—_— = — —yd =
I j ydy§ z? dr \ ydy ™ K (g —y")dy
n ] 1] 0
W
=3 (55} m=z(z-5)=5- @

Hemos obtenido, como era de esperar, el mismo resultado, pero el segundo
procedimiento de cdleulo resultd ser un poco mas complicado.
EJEMPLO 4. Inverlir el orden de integracién en la integral reiterada

x

az { 12 pay-

x¥

R T

El dominio de integracién & esté limitado por las curvas y = 2%, y = z
¥z =0, z =1 (fig. 256). De donde cambiando los papeles de ojes de coorde-
nadas obtenemos

= ]’,;;',[_}' r=y e y=0, y=1.
Por consiguiente,

1 x 1 Vy

( dz \ £z, y) dy— § dy ﬁ f{z, ) dx.

0 x* 0 bl



504 Cap. XXIV. Integrales dobles y triples

ETEMPLO &, Colocar los limites de integracién en la integral doble
I= \ 5 f(= ydzdy, {13)
s

sabiendo que el dominio de integracién S es un anillo circular limitado por las
circunferencias =% 4- y* = 1 (y) ¥ 2* 4 y* = 4 (') (fig. 257).

El dominlo § no es estandar. Para definir los limites de integracin en la
integral (13) partimos el dominic § en cuatro dominios estdndares respecto’al
8je Oy: S,, 53, §4. §4 como estd indicado en la figura. Utilizando las ecuaciones
de la circunierencia

y==%VT—22(y) e y=zx Vi—2(D)

tenemos
P SS te wazdy+ § 1@ pazart SS {(z, y)deay+
8, 8, 8
4. YE® § _arpe
+SS;(;,HMM=55: | .f(z,y)dy+5dx { @ woa+
& R B Ty v S IR wer
L v : VT
-;-5&: \ renatle | 1E 0w
-1 ] 1 _V‘&__xi

Disponiendo los limites de integracion en otro orden obtendremos uma
férmula andloga.



§ 8. Integral doble en coordenadas polares 505

§ 3. Integral doble en coordenadas polares

(§r@naray= (1@ vas )

8 8

una integral doble en la cual gqueremos pasar, con los supuestos
habituales, a las coordenadas polares r y ¢, tomando

z=rcosq, ¥y =rseneo. (2)

Subdividamos el dominio de integracién S en regiones elementales
AS;; con ayuda de lineas de coordenacién r = r; (circunferencias)
y @ = ¢, (rayos) (fig. 258). Introduci-
mos la notacién ¥
1

Ary=rjy—rs Ay =g4y — P

Como la circunfrencia es perpendicu-
lar (ortogonal) a los radios, las regiones
interiores AS,; pueden ser consideradas
con precisidn ]').asta infinitésimos de un -
orden superior respecto a su superficie
como rectangulos de lados r; Agy y Ary;
por eso el drea de cada region es igual a

AS“I AT Aq:l Ari. (3}

En cuanto a las regiones AS;; de
forma irregular, contiguas a la frontera
I' del dominio de integracién S, estas regiones no afectarin
el valor de la integral doble (compérese con la férmula (9) del § 1)
¥ por eso las despreciamos.

Para simplificar, tomemos como punto M;; € AS,;; el vértice
de la regién AS;; de coordenadas polares r; y ¢;. En este caso las
coordenadas rectangulares del punto A ,; son iguales a

Fig. 258

Lij = FjCO8 @y, Yyj = Ijsen @

¥. por consiguiente,
A& yig) = J (rjcos @ rjysen g). 3

La integral doble (1) es el limite de la suma integral bidimensio-
nal. Se puede demostrar que las adjunciones a los términos de
esta suma son infinitamente pequefias de orden superior ¥ no influ-
yen sobre el valor del limile. Por eso temiendo en cuenta las for-



506 Cap. XXIV. Integrales dobles y triples

mulas (3} v (3') obtenemos
s S f(z, y)dS=1lim 2 f (25 yas) ASyy =
‘s wly

=‘liin: 2 [ (rjcos g, rysen @) rAQAr,  (4)
s

donde d ¢s el didmotro maximo de las regiones AS;; y la suma se ex-
tiende a todas las regiones ele-
mentales del tipo indicado arri-
ba que pertenecen enteramente
al dominio de integracién S. Por
otra parte, las magnitudes ¢; ¥
r; son nimeros y pueden ser con-
siderados como coordenadas car-
tesianas rectangulares de ciertos
puntos del plano Ogr. De este
modo, la suma (4) es una suma
integral para la funcion

flrcosg, rsen@)r

Fig. 259

correspondiente a la red rectangular con elementos lineales Ag; ¥
Ar;. Por consiguiente,

lim 3} f (rycos gy, ryson @) ryAqiAry=
d=0

== S § flrecosg, rseng)rdedr. (5)
&

Comparando las férmulas (4) y (5) obtendremos definitivamente

SSf(x, y)dS=SSf(rcoS(p._rsanq:)rdq>dr_ )

8 s

La expresién )
dS=rdodr It}

se llama elemento de drea bidimensional en coordenadas polares (com-
pérese con el § 2 del cap. XV). Entonces, parz pasar a las coordena-
das polares, en la integral doble (1) es suficiente con reemplazar las
coordenadas z e y con ayuda de las f6rmulas (2) e introducir la expre-
sidn (7) en lugar del elemento de drea dS.

Para calcular la integral doble (6) hace falta reemplazarla por
dos integrales simples sucesivas. Supengamos que el dominio. e
integracion S esté definido por las desigualdades

e<e<<B, n@<r<r, (g,
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donde ry (@), 7y () son funciones continuas univocas sobre el seg-
mento [, Bl (fig. 2569). Por analogia con las ceordenadas rectangu-
lares (véase el § 2) tenemos
[ ra{®)
{{Fo. @ agar= S dg | F(r, @)ar. (8)
's o 1)
donde
F (r, @) = rf (r cos @, r sen ).
4 b]EJEMP[.D {. Pasando a las coordenadas polares ¢ y r calcular la integral
oble
i dr.dy
=\\ =L,
535 Vite

donde S es el {Jrimer cuadrantie del circulo de radio # = 1 con centro en el

punto O (0, 0) {fig. 260).
¥ 9]
A 5
r (3 i
b4 7
7] Kl T Vi 7T
Fig. 260 Fig. 261

Puesto que V' 7* I p2=r, aplicando la férmula (6) obtenemos

.r=\’5"i;ﬂ"=”dwr.
8

o

El dominio § se determina por las desigualdades ngmg% , 0 r<1. Por
e30, en virtud de la férmula (8), tenemos

/e 1
1= ap (ar=Fu=3.
LI

EJEMPLO 2. Pasar a las coordenadas polares en la integral
1 x
7=\ az g VZETF gt dy. 9
0

El dominio de inte%rac-iﬁn 03 aqui un tridngulo § limitado por las rectas
y=0, y==x z=1 (flig. 261).
Las ecuaciones de estas rectas en coordenadas polares se escriben del modo

sigulente: @ = 0, ¢ = %. rcos @ = 1 y, por consiguiente, el dominio S se
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define por las desigualdades
E 1
Usmé-—é—. ﬂs:rgmm

De aqui, mediante las férmulas (6) y (8) teniendo en cuenta que V z22-Fyi=r,
tenemos

= e .

. ::.r'ﬁ seC Q@
J’=SSS rordgdr= ’E dg R rtdr.

§ 4. Integral de Euler — Poisson

Con ayuda de las coordenadas polares es facil calcular la integral
de Euler— Poisson
“+oo
Is | e%dz; (1)
o
muy imporiante en la leoria de las probabilidades.
Puesto que la integral definida no depende de la designacién de-
la variable se puede evidentemente escribir también
o+ oo

4 I= g e~v'dy. 2

]

NN

\ Multiplicando las férmulas (1) v (2)
¥y teniendo en cuenta el hecho de que
\ A el producto de estas integrales simplés
& -‘ puede ser considerado como una intggra_l;
%\“\\\ﬁ&‘&\\\\\ doble del producto de funciones subinte:

gral (véase la formula (8) del § 2) ten:
dremos ;
Fig. 262 P= \ q e~*t) dz dy, 3

FL )

donde el dominio & se define por las desigualdades
ILe<<t oo, OKy<+ o0

¥, por consiguiente, representa el primer cuadrante del plano de
coordenadas Qzy (fig. 262)).
Pasando la integral (3) a coordenadas polares, obtendremos
a/2 +oo
= S g e~ rdpdr= h do S re~"dr=
5 [
gy [ okt [T B L
=i (~3e lF‘)Iu B
1y Hablando rigurosamente la (3) es una integral impropia que exi ]

definicién especial. Sin embargo, la realizacidn de operaciones formales condude
a resultados correctos.

3
g "
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De aqui, teniendo en cuenta que 7 es positivo, hallamos
+oo V
I= S e-Fdz= L1
[

Del hecho de que la funcién y=e-** es par, deducimos
+e0 +o0
5 e-x'dr=2 g e~*dr=V=n

—og

que representa el drea de una superficie limitado por el eje Oz y la
curva de Gauss y = e~** (véase la fig. 120 del § 8 del cap. XI).

§ 5. Teorema de la media

Sea f (z, y) una funcién continua en un dominio cerrado acotado
S,y m= mfi‘nf (, y), M = max f(z, y), respectivamente, los

valores més pequefio y mas grande que la funcién f (z, y) toma en
el dominio §. Para la suma integral bidimensional de esta funcién
extendida al dominio S tenemos las estimaciones

mS< 3 f (2 4i) AS, <M, 1

donde § = E AS, es el darea del dominio §. De aqui, pasando en
lag desigualdades (1) al limite cuando d = méx d (AS;) =0 y te-

niendo en cuenta la existencia de la integral doble, obtendremos
msgg { f(z, pas<ms. )
B

El nimero

p=g | { f(z s ®)

&

se llama valor medio de la funcién f (z, ¥) en el dominio §. De las
designaldades (2) se deduce que m < p << M.
La férmula (3) puede ser escrita de la forma siguiente:

\( f@ pas=ps (4)
Cs"
{(m << p << M). De este modo la integral doble es igual al valor medio

de la funcién subintegral, multiplicado por el drea del dominio de
integracién.
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No es necesario pensar que la férmula (4) da un procedimiento universal
para calc_nlar una integral doble. Sucede que, como regla, ol valor medio de
una funcién se define medionte una integral doble. Por eso tiene aqui sentido.
real la estimacidn (2).

EJEMPLO , Estimar la integral
I= q \ VTR dr dy,
8

donde § es el cuadrado 0 <2< 1, 0 <y < 1.
Para la funcién 7 (z, y) = V' 2% -+ 4 tenemos

m=minf(zy) =/0,0=0y M =mix[(z y) =/ 1) =V

Puesto que § = 1, tenemos
Vg IV =141
Se puede considerar que

T = —,i-({) + 1,41} = 0.71.
Esta estimacién es aproximada, porque el valor exacto de la integral es
I-%l VZ+1s (14-12)] = 0,79.

La evaluacién obtenida de la integral I puede ser mis exacta, si el dominio de
inegracion § se divide en partes suficientemente pequefias y aplicamos a cada
una de ellas el teorema de la media.

§ 6. Aplicaciones geométricas de la integral doble

Como hemos mostrado en el § 1 el volumen de un cilindroide
recto de bhase S en el plano de coordenadas (xy limitado por arriba
por una superficie continua z = f (z, y) os igual a

V= SSS H(z, y) dzdy. )

EJEMPLO 1. Hallar el volumen ¥V de cuerpo limitado por las superficies
t=23 23=0, =0, y=0, z+y=1.

El cuerpo buscado tiene como base el tridngulo § situado en el plano Ozy

g formado por las rectas z = 0, y = 0, = + y = 1; este cuerpo esta limitado

esde arriba por el cilindfo parabélico 2 = z* (fig. 263). De aqui, en virtud de
la férmula (1), obtendremos

1 f-x i
V= S S M dxdy= R dz g z? dy:S dexty (V=i =
8§ o o 0
1
3 iy =t 1 1 1
={mt—ae=(5-7)[L=3—1=2

[i]



§ 7. Apticaciones flsicas de la tntegral doble 511

Si en la férmula (1) tomamos
flz, y)y =1,

obtendremos el volumen del cilindro de altura z = 1 numéricamente
igual al drea S de su base. Por eso el drea de un dominio plano §
es igual a

s S S dz dy. (2
8
La férmula (2) puede ser escrita también de la forma

s= S ds. (3)
s
EJEzMPLO 2. Calcular el 4rea de la superficie limitada por las hipérbolas
Zz
v ==, yaig.. (a>0) y las rectas r = 1, z = 2 (fig. 264).

A
2 zez? !
N7 AT
s
7 T
Fig. 263
Aplicando la férmula (2) obtenemos
2 2a¥ix 2 i - 2
S== S dr S dy= g ( 2: -—%-’) dr=a? K i;f-=a’]nz 13=2a?1n 2 =s 0,7et.
b alfx ‘i .i

§ 7. Aplicaciones fisicas de la integral doble

Sea & una placa material. Si AS es una parte de la placa S de
masa Am que contiene un punto M, entonces la relacion
Am
a5

se llama densidad superficiul media del trozo de la placa AS, y el
limite de esta relacién, con la condicién de que el diadmetro
d (AS) — 0, se denomina densidad superficial p (M) de la placa §
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en el punto M:
p(M)= lim A=,

d(a8)+0 DY

La densidad superficial p (M) de la placa S es evidentemente
funcién del punto M. Las nociones de densidad superficial media de
la placa en un punto dado son entera-
mente anilogas a las nociones de densi-
dad lineal media del arco y de densidad
lineal del arco en un punte, expuestas
en el § 1 del cap. XXIIIL 3

Supongamos que la densidad superfi-
cial de la placa § en el punto corriente
Mz, y) es p = p (z, y), donde p (z, ¥)
es una funcién continua conocida. Exami-
nemos un elemento infinitamente pequeiio
dS de placa que contiene un punto M

Fig. 265 (fig. 265). Puesio que en los limites de

este elemento la placa puede considerarse

como homogénea de densidad p, entonces la masa del elemento d§
(masa elemental) es igual a

dm = pdS. )

Integrando la expresién (1) sobre toda la placa § hallamos la masa
de la placa

7

m=SSpdS‘. P)

5

Examinando dm como un punto material distante de los ejes de
coordenadas Ox y Qy, respectivamenle, y y z, obtendremos los
momentos estdticos elementales de la placa

dS,=ydm=yp (z, y) dS
dSy==xdm =2zp (z. y) dS.
De aqui, integrando estas expresiones sobre toda la placa §,.

hallamos los momentos estdticos de la placa 8 respeclo a los ejes de
coordenadas

¥

Se= SSS v (z. y)ds,

3
Sy= S S zp (z. y) dSs.
i

Se demuestra en mecdnica que el momento estatico de una placa
respecto a un eje cualquiera coincide con el momento esttico e
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una masa puntual igual a la masa de la placa concenirada en su
ceniro de gravedad respecto al mismo eje (teorema de Varignon).
Designando por (a4, y,) las coordenadas del centro de masas de la
placa §, tendremos

Sy =mzxy, Sy=my,;
¥, por consiguiente,

zozs—,g:’;gsg zp (z, y)ds, yo=-§;f-=;n‘vgsg yp (z, y)dS, (4)

donde m es la masa (2) de la placa.

De un modo anilogo obtenemos para los momentos de inercia ele-
mentales de la placa S respecto a los ejes de coordenadas Oz y Oy
las expresiones siguientes

dl, = y*dm —y?p (x. y)dS, dI,=a*dm=z% (z. y)dS.

De aqui, después de la integracién sobre la placa S tendremos los
momentos de inercia de la placa S respecio a los ejes de coordenadas

]==S§y2p(z. ¥) ds, {y=sg-fzpf’f- y)ds. (5)
s s

El momento de inercia polar elemental se determina por la for-
mula

al, =r?dm = (a* + y¥ p (x, y) dS,

donde r® = 2® 4 y* es el cuadrado de la distancia de la masa dm
al origen de las coordenadas. Integrando la tltima expresién sobre
la placa § obtenemos el momento de inercia polar de la placa

1= { a2+ 90 (2 y) as. (6)
5

De las férmulas (5) y (6) se deduce que
Iy =1+ 1, (7)

Tomando p (z, y¥) =1 en las férmulas de los momentos obien-
dremos los momentos de inercia correspondientes de la figura geo-
métrica §. Recordemos que para el cdlculo en coordenadas cartesia-
nas rectangulares se supone habitualmente que dS = dz dy, y en el
caso de coordenadas polares tenemos dS = r do dr.

LIEMPLO 1. Delerminar las coordenadas del centro de masas de una placa

cuadrada S: 0 L2 2, 0 <5y <2 cuya densidad superficial en el punto
M (z, y}esigual a p =z + p.

43=-6102
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Aplicando la formnla (2) hallamos la masa de la placa
2 2
m= \ \ pdzdy = \ dz ( {x4y) dy=

& 0 U]

dz (.xy-}- %) =2

o7 (22 +4-2) dz = (z*422) [Z=2 =8,
y=

(=R T &

I
St

Mediante Ia I6rmula (3) determinamos los momentos ostéticos de la placa
8 respecto a los ejes de las coordenadas

2 2
se={marar={ e evima o (F45)]
[ o o

8

y=2

v=0

e =
2 2
8§y = csq rpdrdy = E dx \ {22+ zy) dy = 5 dr (z’y-{— xy*) ":z:
% .
_E (et 20y dr= (22 4 0) [0 D a0

La igualdad de los momentos S, y §, puede ser prevista en razon de la
simetria del problema.
Segiin las [6rmulas (4) el centro de m;sas de la placa S tiene las coorde-
nadas

\\\\\ N
W‘ yo=—==1 T

\\\\\

Fig. 266

¥

EJEMPLC 2. Hallar el momento dé
inercia [, respecto al eje Ox de la su
ficie del circulo S: z® -+ sz F

- 286).
Suponiendo quo p =1 obtenemos
en virtud de la primera férmula (5)

Ix= Ssg ysd.S'. {8)

Resolvemos este problema en coordenadas polares. Tenemos
z=reosq, y=rseng

d8 = rdg dr.
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La ecuacion de 1a frontera T del dominio S es

2?4yt =1z,
De donde pasando & las coordenadas polares obtendremos
P = rcosq.
Por consiguiente al simplificar por el factor no esencial r tenemos
r = cos Q.
Como r=1), f——%s{;tpg -'g— De este mode para cada pé [——;- : 1“-

fijado el radio r varia en los limites de 0 <Cr <Ccos @ Paszando a las coorde-
nados polares en la férmula (8) obtendremos

n.{z co5 @ .1;:2
I,:S g risen? g.-rdrdyp= \ sen® ¢ dg S r”drmé- 5 sen? @ cost pde.
s —my2 0 -z

Como se sabe

cﬂs“'v=?7(1-l—c062¢') b seﬂ‘wos‘lv=%—scn= 2,

por ¢so
2
I =1 g L:ae.-n’lﬂcr----1—11—t-ms2tpjlr! ==
o Tl A0 L
-2
ni2 /2
il \ sen® 2tpdrp+-1— ( sen® 2¢ cos 2 dp =
3z . a2
-nf2 -nf2
” ni2 i a2
=7 h (1 —cos 4q) dop+ S sen® 2qd (sen 2q) =
g2 -T2

e

nj2 1  sen*Z
L s e

—i (F+5-0) 105

]

~afa -z

§ 8. Nocién de integral triple

Por analogia con la integral doble se define lu llamada integral
iriple. Sea V un dominio cerrado acotado dado en un espacio carte-
siano Oxyz y sea f (z, y, z) una [uncién acotada definida en V. Di-
vidamos el volumen V en un nimero finito de regiones elementales
AV,, AV, ..., AV, vy en cada una de ellas elijamos un punto

My(xg, yoo 2) €AV, (i=1,2, ..., n)
(fig. 267). La suma
n

SJI:Z !(zil Yo zl) AV, (1)

=1

33
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donde AV, es el volumen de la i-ésima regién, se llama suma integral
tridimensional.

Designemos por 4 el didmetro mayor de las regiones AV,'). Por
subdivisiones sucesivas del dominio ¥V haremos decrecer indefinida-
mente los voliimenes de AV,;. En este caso, el limite de la suma inte-
gral (1) cuando d — 0, si este limite existe y no depende de la forma
de las regiones elementales AV, ni de la eleccion de los puntos M;

en estas regiones, se llama integral triple
de la juncién f(x, y, z) exiendida al
¥\ domuinio V y se designa del modo siguiente’

4 §{V/@ v 9av=
v
@ = E_:El 2 F (@ v 2) AV @

i=1

Se demuestra gue la integral triple (2)
existe, si la funcidn subintegral f (z, y.3)
es continua en el dominio de integracion
V cerrado acotado, cuya froantera es
Fig. 267 sunave a trozos.

Si el dominio ¥ estd repleto de masa
y si f (x, y, z) representa una densidad
volumétrica continuamente repartida en el punto corriente
M {z, y, z), entonces f (zy, ¥ 2:) AV, donde My(x;, y;. ;) € AV
representa con exactitud de un infinitésimo de un orden superior
al volumen maximo de AV; (j = 1, . . ., n), es la masa de la regién
elemental AV,. Por consigutente, la suma integral (1) es aproximada;
mente igual a la masa m que rellena el dominio V. Cuando d —+0
resulta que el limite de la suma §, serd igual a la masa m. De aqif
deducimos la inferpretacién fisica de la integral triple: si f (z, iy 2}
es la densidad continua de reparticién de la masa en el espacio Oxys,

entonces la integral triple )

m=SSSf{z. y. 2)dV @
v

representa In masa que rellena el dominio de integracién V. En sl
caso particular cuando la densidad f (z, y, 3) = 1, la masa del do-
minio V es numéricamente ignal a su volumen. Por eso, el volumen
del dominio V se expresa por una integral triple

V=§§de. ®

v

1) Sobre la nocion de didmetro véase el § 1.
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Si la integral triple (2) se calcula en coordenadas rectangulares
@, i, z se toman para AV, paralelepipedos rectangulares de lados
Az, Ayy, Azy y de caras paralelas a los planos de las coordenadas, es
deeir, se considera que

A"“i’)k = A.I'; Ay_[ Azk.
En este caso el elemento de volumen dV se considera igual a
dV = dz dy dz (o)

(elemento de volumen en coordenadas rectangulares) y la integral tri-
ple (2) se escribe de 1a forma
siguiente

q q g f(z, y. z)dzdydz.

(©)

¥n particular, para el

volumen de un cuerpo ob-
tenemos la férmula

V= 5 ig drdydz. (6)

En el caso mas simple,
el calculo de la integral
tripte (6) se reduce a tres
cuadraturas, A saber, supon-
gamos que el dominio de Fig. 268
integracién V' es estdndar
respecto al eje Oz (compérese con el § 2), es decir, estd limitado
por abajo y por arriba, respectivamente, por las superficies conti-
mias univocas

2y = 2y {x, ¥)y Z2 = Iy (7, ¥),

v gue la proyeccién del dominio ¥ sobre el plano de coordenadas
Qxy es un dominio plano § (fig. 268).

De aqui resulta que para valores fijos (z, y) € S los lados corres-
pondientes z de los puntos del dominio V varian dentro de los li-
mites de 2, (z, y) << z < 2, (z, y). Por analogia con la integral doble

(§ 6), tendremos
23(%, 1)

SSS)‘(.‘:. U, z)d;dydzzSSd:cdy S f(z, y, 2)dz. (7)
v

& nix, y)

Ademis, si la proyeccion § es estdndar respecto al eje Oy y se de-
fine por las designaldades

ae<<r<h, y@@<y<y, @),
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donde y, (x) e ¥, («) son Tunciones continuas univocas en el segmento
{a, b1, enlonces

2lx, ) b walx T2%, W
igdxdy \ fe oy 9dz={dz | ay \ f@ v od @
s P u wexy e,

De tas formulas (7) v (8) oblenemos definitivamente

t alx) rzix, 10

SSKH:. Y. z)d;rdydz:ﬁd.z: \ dy \ [z, y, 2)dz. (9)
v

a TES ST 2

De este modo el cilenlo de la integral tiple se reduce al céleulo de
tres cuadraturas.

Notemos que si el dominio de integracién V es estandar respecto
a todos los ejes de coordenadas Ox, Oy y Oz, los limites de integra-
ciém para la integral triple
(i} pueden ser puestos de

: 3! <« 6 procedimientos di-
n7asr) ferentes.

IF.‘JEM[’LO Calcular la inte
a

z

Zry+zer
I= S ( q xyz dx dy dz,
e

donde V es la pirdmide OPQR
7 limitada por los planos siguien-
tes;

.‘\\\\\\\\\-\\\\\\\\\\‘\\\:’_\\\\\\\\\\\\\\m o

MLy b)) r=0, y=0, z=20,
Zayel Ty z=1
(hg. 269).
La proyeccion del dominio
V sobre el plano de coordena-
das Oxyz es el triangulo § limi-
Fig. 269 tado por las rectas
z=0, y=0, z+y=1

Para (z, y) € § la z-coordenadas de los puntos (r, y, z) € V satisfacen la
desigualdad 0 <z <1 — z — y. Por eso

=] —x—y

1R B
I=5§xyd’:dy \ zd’z:((xydzdy-igu-[ o =
8 !D vsv I

=-.} i \' zy (l—x—y)* dedy
s
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Introduciendo los limites de integracién para el tridngulo § obtendremos
{—=

1
.v:.‘i.( zdr { vl —22—200—2) g+l dy=
0

i
—_-.%.t 2(1—a) (%—%+%) Fret 8 R H—(—2)( —2)t dz=
0 o
:% {; H —a)tdz— E (A —7)8 a‘:r}:
=% (5—5) =

El nimero I representa la masa de la pirimide V, si su densidad en el
punto corriente M (r, y, z) es igual p = zyz.

- e
(1 17)3 L_u+ (1 az]

EJERCICIOS

1. Calcular las integmiea reiteradas siguientes:

1 5 L
a) } dz \ = dy;  h) \ dx S e~V dy,
0 2 - [}
2n l’
c) g dp \ rsenq@dr.
4 3

2, Dibujar el dominio de integracibn y calcular las integrales reiteradas
siguientes:

1 * i J.r+y'
a) g g Vatydy S zy dz;
o 0 = v
2n P
c) s dg S roeos §dr.
0 0

3. Poner los limites de integracién en los dos drdenes en la integral doble
{ (x, v) dz dy para los dominios de intogracion siguientes:

s
a) S es el tridngulo de vértices O (0, G). A1, 0, B (1,2
b) § es el trapecio de vértices @ (0, 0), 4 (2, 0). B (1, 1)y C(0,1);
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¢) S es el cuarto del circulo 2* + W <1, 22 0, y = O

d} S es el segmento parabdlico limitado por las lineas y = 2%, y = 4;

e) § es el circulo = + p? < 22,

&. Invertir el orden de integracién en las integrales reiteradas siguientes:

“E 3 s T wax
a) \ dxs Hz o mde b § dy S flz, wydzi «¢) s dx 5 (=, y)dx.
o X " o 0

5. Pasar a las coordenadas polares y poner los limites de integracitén em
las integrales dobles siguientes:

a) S\ x*y dx dy, donde S es el sector circular limitado por las lineas
.
#i4yi=A, y==, y=—=z (y 20)
b) 55 VzEfyFdedy, donde S es el tridngulo de vértices 0O (0, 0),
&
A2, —1):‘3(2. 1)
c) S S f(z4-y) dz dy, donde S es el segmento parabélico limitado por las

s
lineas y==x ¢ y=12%,
6. Calcular las integrales dobles siguientes:

a) | { (=+v) dray, donde S es el triangulo de vértices 09, 0), 4(1, 0)

e,

s
¥ B, 1)
» | g zyt dz dy, donde S es el segmento parabslico limitado por las lineas
g
yi=x, z2=1;
* dzxdy i Y £
c) g S ~— , donde S ¢s el segmento parabélico limitado por las lineas
d e
s (g~

y=1—x2 y=0;
d) S 'lf- drdy, donde § es el segmento hiperbdlico limitado por las
i

lineas zy=4, z-+y=>5.
7. P do a las coordenadas polares, calcular las integrales dobles:

a) S S sen V2842 dz dy, donde § es el circulo z?-y? < n?;

5
2 y
b) ‘Hﬁaﬂig, donde S es el trisngulo limitado por las rectas
5§

}"=1,y’=‘-—-£,ylﬂi. &
8. Calcular los volimenes de los cuerpos limitados por las superficies

a) z=1} 1_5’ ] ‘EO! Y=z, xﬁo:

b) z=2—z—y, 2=0, 2+ y*=1, 2=0, y=0;
o) s=zt+y?, =0, [yt==x, z=1;

d) 2= V247, z=0, 284 y°=2z;
Tt 0.

¢
e} ::':—;-.:' z=0, B_'
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9. Hallar los momentos de inercia de una placa redonda homogénea z* -+
+ y* = R* respecto a los ejes Oz y Oy.

10. Determinar las coordenadas del centro de masas de una placa homo-
génea limitada por las curvas ay = 22, y = a.

11. Calcular

1

{ as

o

¥
dy \ ryz ds.
0

&3 H

12. Hallar el volumen del cuerpo limitado por las superficies z = 32, z =
=% zy=1,zy =4, z2=1, z= 4.



Capitulo XXV

Fundamentos de la teoria
de las probabilidades

A. DEFINICIONES Y TEOREMAS FUNDAMENTALES

§ 1. Sucesos aleatorios

En lag ciencias naturales el estudio de la realidad objetiva se
realiza por intermedio de pruebas (experimentos) u observaciones,
es decir, con ayuda de Ja experiencia en el sentido amplio de esia
palabra. En el caso general se entiende por ensayo (observacién) la
existencia de un conjunto determinado de condiciones. Un results-
do posible, es decir, el resultado de un ensayo o de una observa-
cién, se llama suceso, independicenle de su importancia.

Para poder formular la teoria de las probabilidades, se idealizan los suge-
s0s, es decir, no se toman en consideracidn situaciones que no son esenciales
para el fenémeno dado.

esempLo . Cuando se lanza una moneda ésta puede caer de cara o
cruz. De este modo, para un solo ensayo son posibles dos sucesos:
el A, la moneda cae de cara, y el B, la moneda cae de cruz.

Sin embargo, es posible otro suceso €, cuando la moneda cae de canto. Mas

ara el juego de cara y cruz esta fltima situacidn no es esencial (jla moneda ze

danza‘gr.ra vez!} y en nuestro ensayo idealizado este suceso no se toma en consi-
eracidn.

DEFINIGION | [l resultado de un ensayo que no puede ser previsio
de antemano se llama suceso aleatorio.

En otras palabras, en un ensayo dado un suceso es aleatorio, si
no se puede predecir de antemano si tendrd o no lugar en esta pruebs.

Por ejemplo, la caida de cara de una moneda es un suceso aleato-
rio, a condicién de que el ensayo estd organizado de modo qus su
resultado no se conozca de antemano.

En numerosos casos un suceso aleatorio e3 el resultado de una informacién
incomflota sobre el fendémeno dado, Por ajem];lvlo, si en la prueba de lanzar uua
moneda son conocidos; la fuerza del empuje, la forma de la moneda, la ley de
registencia del aire, asi como los restantes factores que determinan la ley de mo-
vimiento de la moneda, podriamos calcular exactamente el resultado del ensayo.

DEFINICION 2, Unsuceso se llama cierto (seguro) en un ensayo dado
(es decir, cuando se cumple un conjunto bien determinado de condicio-
nes), si él tiene lugar inevitablemente durante este ensayo.

Por ejemplo, la obtencién en el examen por parte de un estu-
diante de wuna nota positiva o negativa es un suceso cierto, si &l
examen esti organizado segin las reglas habituales.
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DEFINICION 3 Un suceso se llama imposible en un ensayo dado,
st él con seguridad no se realiza durante esle ensayo.

Por ejemplo, s1 una urna contiene solameute bolas de color (no
blancas), la extraccién de esta urna de una bola blanca es un suceso
imposible. Notemos que si la pruecba se realiza en otras condiciones
la apavicién de una bola blanca no se excluye; de este modo este su-
ceso es imposible solamente en las condiciones de nuestro ensayo.

La teoria de las probabilidades es la ciencia que estudia las leyes
de los sucesos aleatorios,

Gracias al desarrollo técnico son muy interesantes las leyes esta-
ticas de sucesos alealorios homogéneos masivos (control de la cali-
dad de la produccion, servicio de la fabricacién en serie, funciona-
miento de wna central teleféniea, ete.). Aqui en diversas variantes
se establece el teorema fundamental de 1a teoria de probabilidades
que se conoce bajo el nombre la «ley de grandes niimeross.

Tomemos como axioma el hecho de que para cada suceso 4 se
puede determinar, por lo menos teéricamente, la probabilidad de
esle suceso, es decir, del ndmero P (4) que represenla en un cierto
sentido la emedida de autenticidad» de cste suceso y que obedece a
exigencias naturales. Se supone que la probabilidad de cualguier
suceso satisface la desigualdad

0= P4 <1

siendo la probabilidad de un suceso imposible igual a cero, mientras
que la probabilidad de un suceso cierto os igual a la unidad.

En la prictica se considera que un suceso es practicamente imposible, s
su probabilidad es pequefa; por ¢l contrarjo, un suceso se considera como casi
cierto, si su prohnhili?lud es proxima a la unidad; sobre esta base se toman de-
cisiones justificadas.

La teorfa de las probabilidades fue desarrollada en los trabajos
de numerosos grandes matematicos (Pascal, Fermat, Laplace, Gauss,
Poisson y otros). Mis tarde, resultados fundamentales fueron obte-
nidos en esta ciencia por matemiticos rusos (Chebyshev, Markov,
Liapunov, Bernstein, Kolmogorov, Iinchin y otros).

La teoria de las probabilidades se utiliza ampliamente en las
ciencias puras (tedricas) y aplicadas (fisica, geodesia, balistica, man-
do automiitico, ete.). En particular ella sirve de hase tedrica a la
estadistica matemitica y a la estadistica aplicada, sobre las cuales
a su vez so basan la planificacién y la organizacion de la produccidn.

§ 2. Algebra de sucesos

Cada ensayo esti relacionado con una serie de sucesos que nos
interesan y los cuuales pueden on general manifestarse simultinea-
mente. Por ejemplo, cuando lanzan un dade (es decir, ud cubo
pequerio cuyas caras estan numeradas de 1 a 6) ol suceso A es cuando
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aparece el1 y el suceso B cuando aparece un adinero impar. Es
evidente que estos dos sucesos no se excluyen mutuamente.

Supongamos que todos los resultados posibles de un ensayo se
realizan bajo la forma de una serie de casos particulares que se exclu-
ven mutuamente (los llamados sucesos elementales o resuliados ele-
mentales). En este caso: 1) cada resultado del ensayo se representa
por un solo suceso clemental; 2) todo suceso A retacionado con este
ensayo es un conjunto de un niumero finito o infinito de sucesos ele-
mentales; 3) el suceso A se realiza si, y solo si, se realiza uno de los
sucesos elementales pertenecientes a este conjunto.

FIEMPLO 1 Supongamos que el suceso 4 consiste en que el dado
da un ndmero impar en un solo lanzamiento.

Agqui para los sucesos elementales se pueden tomar los resultados
siguientes del ensayo: (1), (2), (3), (4), (5), (6). El suceso A es el
conjunto de sucesos {{1}, (3}, (3)).

Por analogia con la teoria de conjuntos (véase el § 1) se cons-
truye una dlgebra de sucesos.

DEFINICION | Se llama suma de dos sucesos A y B al suceso

A4DB=A4 UB

que tiene lugar si, y selosi, se cumple por lo menos uno de los sucesos
A4 o B.

En el general se Ylama suma de varios sueeses a un suceso que
consiste en realizacién por lo menos de uno de estos sucesos.

EJEMPLO 2 Sea ue el suceso A es un premio de una loteria [ y
que el suceso B es un premio de una loteria I[. En este caso, el su-
ceso A + B es un premio por lo menos en una de las loterias (es po-
sible que se ganen los dos premios a la vez).

DEFINICION 2 Se llama producto de dos sucesos A y B a un suceso

AB=A 0B

compuesto de la realizacién simulidnea de los sucesos A y B.

En el caso general, se llama producto de varios sucesos a un suceso
que corresponde a la realizacién simulténea de todos estos sucesos.

EJEMPLO 3 Sean A y B los sucesos que consisten en la aprobacién
respectiva deé las rondas I y IT del examen de ingreso a una escuela
superior. En este caso, el suceso A5 es la aprobacién de ambas
rondas.

Los dos sucesos A y B se denominan incompatibles en un ensayo
dado si el producto de ellos es un suceso imposible, es decir, si

AB =0,

donde O es un suceso imposible.
En otras palabras, dos sucesos son incompatibles, si la realiza-
cién de uno de ellos excluye la realizacién del otro, y viceversa.
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§ 3. Delinicién clisica de la probabilidad

Sea A un suceso que representa un cierto resultado de un ensayo
¥y sea

B Egy ..o Ey )]

un sistema finito de sucesos elementales posibles y de los incompa-
tibles solo posibles de par en par de este ensayo (sistema completo
de sucesos elementales). De este modo, el suceso 4 tione lugar si, y
s6lo si, se realizan ciertos sucesos pertenecientes al sistema (1) (re-
sultados favorables o que favorecen la realizacién, 0 como también
se lo llama chanee para el suceso 4).

Supongamos que los sucesos del sistema (1) son equiposibles,
es decir, no hay razén para suponer que uno de los sucesos del siste-
ma (1) tiene mayores posibilidades de producirse que otro. A veces
esto se puede establecer utilizando la spropiedad de simetrian.

DEFININCION 1. Se lama probabilidad P (A) de un suceso A, a la
relacion del nimero de todvs los resultados elementales de posibilidades
iguales favorables al suceso A, al nimero total de todos los resultados
elementales equiposibles del ensayo dado.

De este modo, si m es el nimero de resultados elementales favo-
rables al suceso 4 y n es el ntmero total de resultados elementales
de un ensayo dado, y todos estos resultados son equiposibles, se
puede escribic por definicién la féormnla siguiente

Pa) =2, (2)

Puesto que es evidente que 0 <K m << n, Lenemos
< P(4) <1, (3)

es decir, la probabilidad de cualquier suceso es un mimero no negativo,
no superior a la unidad.

0BSERVACIGN. De la definicién de probabilidad resulta que los
sucesos elementales que tienen la misma posibilidad de producirse
son_equiprobables, es decir, ellos poscen una misma probabilidad.

De la definicién de probabilidad se deducen sus propiedades fun-
damentales siguientes:

1. La probabilidad de un suceso imposible es tgual a cero.

Efectivamente, si un suceso A es imposible, el nimero de resul-
tados elementales favorables a este suceso m = 0 y tenemos

P (MH=—=0.

2. La probabilidad de un suceso cierto es igual ¢ la unidad.
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Evectivamenle, si un suceso A c¢s cierto, es evidenle que m = n
¥, por consiguiente,

P(A)=1-=1.

Enunciemos algunos teoremas elementales sobre probabilidades.
DEFINICION 2 Deos sucesos A y B se llaman equivalentes:

A =B,

st cada uno de ellos se realiza cada vez cuando se produce el otro.

Desde el punto de vista de la teoria de las probabilidades, seme-
jantes sucesos se consideran iguales,

Por ejemplo, si una urna conliene solamente bolas blancas y ne-
gras, entonces la aparicién de una bola negra y de una bola no blan-
ca, son sucesos equivalentes.

TEOREMA (. Los sucesos equivalentes tienen una misma probabilidad,
es decir, si A = B, entonces

P (4) = P (B). (4)

Efectivamente, cada resultado elemental para el suceso 4 es el
mismo que para el suceso B, y viceversa. En virtud de la férmula (2)
es justa la iguaidad (4).

DEFINICION 3 Se dice que un suceso A implica otro suceso B (A =
= B), st B se realiza cada vez cuando se realiza A.

Por ejemplo, para cualesquiera sucesos A y B tenemos A =A
vy AB = B,

TEOREMA 2. Si A = H, entonces

PAy< P (D) (2)
Efectivamente, supongamos que los sucesos 4 y A estan inclui-
dos en un sistema comin de resultados elementales equiprobables y
que /m y ' son los nimeros de los resultados elementales favorables
respectivamente para el suceso 4 y para el suceso B y n es el nitmero
total de resultados elementales. Como cada resultado elemental
para el suceso A4 es también un resultado elemental para el suceso 53,
m <. m' y, por consiguiente,

PU)=2< 2P

y de este modo la desigualdad (5) estd demostrada.

DEFINICION 4. U/n suceso A se llama confrario a otro suceso 4, stel
primero se realiza cuando no se cumple el suceso A.

Por sjemplo, cuando se lanza una moneda el suceso A es «ara»
y el 4 es «no cara» o sea «cruzs,

De la definicién 4 se deduce gue: 1) el suceso 4 -+ A es cierto;
2) el suceso AA es imposible.
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teneMa 3 La probabilidad de un suceso contrario A es igual a la
diferencia entre la unided y la probabilided del suceso A dado, es

decir:
P(4)y=1—P(A). (6)

Efectivamente, supongamos que el sistema completo de resulta-
dos clementales equiprobables contiene n sucesos de los cuales
m {m =< n) son favorables al suceso 4. En este caso n — m resulta-
dog elemen!:_gles son desfavorables al suceso 4, es decir, favorecen

al suceso 4. De cste modo, tenemos

n—m

PA)= =2 =1-2=1-—P(4).

Daremos algunos ejemplos sobre el cadlculo directo de la probabilidad de
los sugesos

EJEMPLO {. Una moneda se lanza dos veces. (Cual es la probabilidad para
gque: 1) caiga scaras por lo menos una sola vez (suceso A); 2) caiga ecarap dos
veces (suceso B)?

Aqui los resultados elementales equiprobables son: CC, CCr, CrC, CrCr, su
nimero es n = 4.

Los resultados favorables al suceso A son: CC, CCr, CrC; su namero es
m = 3. Por consiguiente

m 3
P (A)z-_T‘ =T "
Al suceso B le favorece nn solo resultado CrCr (m' = 1). Por eso
" m' 1
S Sgmg

EJEMPLO 2. Un dado se lanza dos veces. jCudl es la probabilidad de que la
suma de puntos obtenidos sea igual a 6 (suceso 4)?

Los resultados elementales equiprobables son aqui los pares (z, y), donde
x ¢ y toman los valores: 1, 2, 3, 4, 5, 6; el nimero total de resultados elementa-
les es n = 36.

Los pares favorables al suceso 4 son (1, 5), (2, 4), (3, 3}, {4, 2}, (5, 1), su
nimero es m = 3

Por consiguiente,

F]

P [A]:—"?—:

&

§ 4. Definicion cstadistica de la probabilidad

La definicién cldsica de la probabilidad de un suceso supone
que: 1) el nimero de resultados elementales sea finito; 2) estos re-
sultados tengan la misma posibilidad de ser obtenidos.

Pero en la prictica se encuentran pruebas que tienen un nimero
infinito de resultados posibles. Adem#s no hay métodos generales
que permitan representar el resultado de un ensayo, incluso si él
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posee un numero finito de resultados, bajo la forma de una suma
de resultados elementales equiprobables,

Por eso el uso de la definicion clisica es limitado.

Daremos ahora otra definicién de probabilidad que es a veces
mas comoda para las aplicaciones.

Supongamos que se efectian n ensayos de un mismo tipo, uno
de cuyos resuitados es un suceso dado 4.

DEFINICION 1 Se lama frecuencia relativa de un suceso A a la
relacién del niimero de ensayosm, de casos en que el suceso A se cumple,
respecto al numero total n de ensayos efectuados.

De este modo, designando por W, (A) la frecuencia relativa del
suceso 4 en una serie de n ensayos, tendremos

Wy (‘1) = ";:_- (1}

Es evidente que 0 < W, (4) <C 1.
De la férmula (1) obtenemos

m= W, (d} n, (2)

es decir, el mimero de manifestaciones del suceso A es igual a su fre-
cuencia relativa multiplicada por el nimero de ensayos.

En numeroesos casos cnando el ensayo se repite un gran nimero de
veces se observa una estabilidad de la frecuencia relativa del suceso,
es decir, cnando el niimero de ensayos n — oo, la frecuencia relativa
W, (4) del suceso 4 oscila alrededor de cierto nimero finito p y
las desviaciones que ella presenta respecto a este nimeroc son tanto
més pequefias cuanto mayor es el nimero de ensayos efectuados, si
se descartan ciertos ensayos fallidos. Este niimero p se llama probabi-
lidad del suceso A en el sentido estadistico.

DEFINICION 2. Se llama probabilidad de un suceso en el senti-
do estadistico, a un limite casi cierto de la frecuencia relativa cuando
el rnufmero de ensayos aumenta infinitamente.

De este modo-es casi cierto que la frecuencia relativa de un suce-
so coincide aproximadamente con su probabilidad estadistica, si
el nimero de ensayos es suficientemente grande.

De este punto de vista la magnitud

— 3)

representa el valor medio del niimero de manifestaciones del suceso 4
en una serie de n ensayos.

Partiendo de amplios supuestos se demuestra que las dos probabi-
lidades, clédsica y estadistica, coinciden.

EJEMPLO. Como resultado de una serie de ensayos se conslata que disparan-
do 200 tiros ol tirador da en el blanco por término medio 180 veces. (Cuil es la
sro]_:ahilidad p de que este tirador dé en el blanco de un sole tiro? ;Qué nimero

@ tiros darén en el blanco si el tirador efectia 1000 disparos?
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Utilizando la definicién estadistica de la probabilidad tenemos

190
= 555 = 0,95 = 95%.

De donde el valor aproximado del niimero de tiros acertados en 1000 disparos,
ser

p = 1000-0,95 = 950.

§ 5. Teorema de adicién de probabilidades

TEOREMA. Lg probabilidad de la suma de dos sucesos incompatibles
es igual a la suma de las probabilidades de cada uno de estos sucesos,
es decir, si 48 = 0,

P (A +B) =P (4) + P (B). e

DEMOSTRACION. Sea n el niimero total de resultados elementales
equiprobables de un ensayo dado, de los cuales m, son favorables a
un suceso A y m,, a un suceso 5. Los sucesos 4 y B son incompatibles,
la realizacién de A excluye la de B, y viceversa; por eso el nimero de
resultados favorables al suceso 4 + B es exactamente igual a m,~}
-+ my. De aqui, en virtud de la definicién clasica de la probabilidad
obtenemos

PA+B)="0rm =T 4 M p(4)+P(B).

COROLARIO. La probabilidadde la suma de un nimero finito de su-
cesos incompatibles de par en par, esigual a la suma de las probabilida-
des de esfos sucesos.

Sean, por ejemplo, 4, By C tres sucesos incompatibles de par en
par, es decir, los sucesos AB, AC, BC son imposibles.

Tenemos

PA+B+C)=PHA+B +Cl=P(4+B)+P(C)=
=P (d) + P (B) + P (C).

OBSERVACION. Sean ahora 4 y B dos sucesos compatibles. El ni-
mero de resultados elementales favorables al suceso 4 -+ B seri

m=m; + my; —m’,

donde m’ es el nimero de resultados elementales favorables al suceso
AB. Efectivamente, adicionando los mimeros m, y m, de resultados
favorables a los sucesos A4 y B, contamos dos veces el ntimero de re-
sultados favorables al suceso AB; por consiguiente, contando el nii-
mero de resultados para el suceso 4 + B es conveniente rechazar el
valor superfluo de m’'.

34-0102



530 Cap. XXV. Fundamento de la teoria de probabilidades

Por eso, en el caso general, tenemos

P(A+B)="utmor
=yt " _ _ P(A)+P(B)—P(4B). (2

n

COROLARIO. Puesto que P (AB) == 0, de la firmula (2) tenemos
P (A + B) <P (4) + P (D), 3)

es decir, la probabilidad de la suma de dos sucesos no supera nunca la
suma de las probabilidades de eslos sucesos.

Es evidente que esta aseveracién es también justa en el caso de
varios sucesos.

EJEMPLO. Una urna contiene 10 bolas de igual dimensién pero de colores
distintos: 2 blancas, 3 rojas y 5 azules. (Cuil es la probabilidad de que uma

bola sacada al azar sea de color (no blanca)?
Sean el suceso A: ¢sacar una bola roja» ¥ el suceso B: ésacar una hola azuls.
En aste caso, el suceso A - B es: «sacar una bola de colors, Es evidente que

3 5
PAy=—5 PBE=— 7.

Como los sucesos A y B son incompatibles (se saca una sola bola), en vir-
tud del teorema de adicién de probabilidades, tenemos

P(A+B)=P (A)+ P (B)= ot 2o =08,

§ 6. Grupo completo de sucesos

DEFINICION. Un sistema de sucesos
Ay Ag v A4y (1)

se lama grupo com pleto de sucesos para el ensayo dado, si todo resulta-
do-de este ensayo es la realizacidn deun solo suceso de este grupo.

En otras palabras para el sistema completo de eventualidades
se cumplen las condiciones siguientes:

1) el suceso A4, + A, 4+ ... + A, es cierto;

2) los sucesos A; y Ay (i #=j) son incompatibles de par en par,
es decir, A;4; = O (i 5=]), donde O es un suceso imposible.

El ejemplo més simple de grupo completo de sucesos es un par

de sucesos: 4 y 4.
TEOREMA. La suma de las probabilidades de los sucesos de un grupo

completo es lgual a la unidad.

DEMOSTRACION. Para el grupo completo (1) el suceso 4; + 4, -
...+ A, = D es cierto y los sucesos de este sistema son incom-
patibles de par en par. Aplicando el teorema de adicién de probabili-
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dades tenemos
P, + A+ ... +A)=P(A)+P )+ ...
ce R P (A, (2)
Pero,
P(A1+A:_I_ LR +An)=p(D)=1|

de donde, en virtud de la (2), nos queda
PA)+P{d4)+ ... +P (4, =1.

§ 7. Teorema de multiplicacién de probabilidades

DEFINICION 1. La probabilidad del suceso A a condicibn de que ha
tenido lugar el suceso B se llama probabilidad condicional del suceso

A y se connota asi:
P (A/B) = Py (4). (1)

OBSERVACION. La probabilidad de cada suceso 4 en un ensayo dado estd
ligada con un cierto conjuunto de condiciones. Al definir la probabilidad condi-
cional, suponemos que ecste conjunto de condiciones incluye necesariamente el
suceso B. De este modo, tenemos de hecho otro conjunto de condiciones més
complejo que corresponde al ensayo en una nueva situacién. La probabilidad
de que el suceso A se realice en estas nuevas condiciones se llama probabilidad
condicional Py (4) a diferencia de la probabilidad P (4) que puede ser llama-
da %robabllidad incondicional del suceso A.

JEMPLO. UUna urna contiene 7 bolas blancas y 3 bolas negras.

#Cuil es la probabilidad: 1) de sacar de la urna una bola blanca (suceso A);
2) de sacar de la urna una bola blanca después de haber sacado de ella una bola
blanca (suceso B) o una bola negra (suceso C)?

Aqui 4

P()=f =07 Pp(A)=g =0666...;

Pe (4) = ;- = 0,777... .

De este modo, la probabilidad condicional de un suceso puede ser tanto
inferior comeo superior a la probabilidad de este suceso.

DEFINICION 2. Dos sucesos A y B se llaman independientes, si la
probabilidad de cada uno de ellos no depende de la realizacién o no rea-
lizacion del otro, es decir

P (A) = Py (4) = P5 (4) 6]

P (B) = P, (B) = Pa (B). 29

En caso contrario los sucesos se llaman dependientes.

TEOREMA 1. La probabilidad del producto (compatibilidad) de dos
sucesos A y B es igual a la probabilidad de uno de ellos multiplicada
por la probabilidad condicional del olro suporniendo que el primer

34
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suceso se realiza, es dectr,
P(AB) = P(A)P ((B). (3)

DEMOSTRACION. Sea n el ndmero total de resultados elementales
equiprobables de un ensayo; de los cuales m son favorables al suce-
so A y k lo son al suceso AB. En este caso

P (4) =", P(4B) =-*E. (%)
Pero si el suceso 4 se ha producido en esta situacién son solamente
posibles aquellos de m resultados elementales que han sido favo-
rables al suceso 4, y k& de ellos son evidentemente favorables al
suceso B. De este modo

Py (B) ==
De donde, en virtud de las igualdades (4), tenemos

P(aB)=~ -2 . % _pypr,(B). (5)

El teorema ha sido demostrado.
Puesto que BA = AR, tenemos también

P (AB) = P (BA) = P (B)-Py (4). (6)

OBSERVACION. De modo formal, la férmula (5) sigue siendo justa
si el suceso A es impaosible.
COROLARIO. Para dos sucesos cualesquiera A y B es justa la igualdad

P (A) P, (B) = P (B) Pp (4). (@)

TEOREMA 2 La probabilidad de la realizacién simultdnea de dos
sucesos independientes A y B es igual al producto de las probabilidades
de estos dos sucesos:

P (AB) = P (4) P (B). (8)

Efectivamente, considerando que P, (B) = P (B), de la fér-
mula (5) obtenemos la férmula (8).

EJEMPLO. La probabilidad de que el grimer tirador dé en el blanco (suce-

80 A} es igual a 0,9 y que el segundo tirador lo haga (suceso B) es igual a 0,8,

(llué l_;s a probabilidad para que por lo menos uno de los tiradores dé en el

anco

Sea C el suceso que nos interesa; la probabilidad contraria € consiste evi-

dentemente en que ambos tiradores no han dado en el blanco. De este modo,

C = AE. Puesto ?ua las eventualidades 4 y B son independientes (durante el
tiro cada uno de los tiradores no molesta al otro), entonces

PO =P@E)PE =01—P@A)ll—P@®) =
= (1 —0,9)(1 — 0,8 = 0,1.0,2 = 0,02.
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De donde se deduce que la probabilidad de que por 1o menos uno de los tiradores
dé en el blanco es _
P{CYy=1—P(C}=1—10,02=0,98.

El teorema 1 admite una generalizacién en el caso de varios
sucesos. Por ejemplo, para el caso de tres sucesos 4, By C, tenemos

P (ABC) = P [A-(BC)] = P (4)-P4 (BC) =
= P (A) P4 (B) Pap (C). (9)

DEFINICION 3. Los sucesos se llaman independientes en conjunto
si cada uno de ellos y cualquier producto de los restantes (incluyendo to-
dos los oiros sucesos 0 una parte de elios) son sucesos independientes.

Los sucesos independientes en conjunto son independientes de
par en par; la afirmacion reciproca es falsa.

TEOREMA 3. La probaebilidad del producto de un nimera finito de
sucesos independientes en conjunto es igual al producto de las pro-
babilidades de estos sucesos.

Efectivamente, por ejemplo, para tres sucesos A B y C inde-
pendientes en conjunto de la férmula (9) y teniendo en cuenta que

Py (B) = P (B), Pupl(C)=P(0)
P (ABC) = P (4) P (B) P (C),

tencmos

etc.
§ 8. Férmula de la probabilidad total

Sea A un suceso que puede ocurrir como resultado de aparicién

de uno y 1nico suceso fH; (i =1, 2, ..., n) de un sistema com-
pleto de sucesos incompatibles
Hyoile: v B

Los sucesos de estp sistema se llaman generalmente hipétesis.

TEOREMA. La probabilidad del suceso A es igual a la suma de los
productos pares de las probabilidades de todas las hipdtesis que forman
un sistema completo, por las probabilidades condicionales correspon-
dientes del acontecimiento dado A, es decir:

P (A)= §1 P(Il)) Py, (A) (1)

(férmula de la probabilidad total), ademds aqui

3 PUr)=1. )

DEMOSTRACION. Puesto que
A=HA+HA+ ... + HA,
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¥ que los sucesos H,4, H,A, ..., H,A son incompatibles debido a
que son incompatibles las eveninalidades H,, H,, ... H,. la
aplicacién de los teoremas de adicién y de multiplicacién de pro-
babilidades nos da

n L
P(A)=2 P(iH,4) =§‘_. P (H) Py A,
i=1 =1
lo que se deseaba demostrar.

EJEMPLO, Una tienda recibe para la venta productos de tres fabricas cuyas
partes relativas son; 1:50%, 11:30%, 111:20%. El porcentaje de articulos defec-
tuosos en la produccidn de estas fabricas es: F:2%, 11:3% v 1I1:5%. ¢Cudl es
la prgh}l;bilid ad de que un articulo comprado al azar sea de buena calidad (su-
ceso

Aqui son posibles las tres hip6tesis siguientes: H,, H,, H,, es decir, el
articulo comprado es producto de las fabricas I, 11 y i respectivamente; es

Evid ente que estas hipbtesis forman un sistema completo y que sus probabilida-
e5 son

P(H) =05 P (H) =03 P(H,) =02

g Las probabilidades condicionales correspondientes del suceso A son igua-
es a

P gy(4) =1 — 0,02 = 0,98, Py, (A} =1 — 0,03 = 0,97,
Pyy (4) = 1 — 0,05 = 0,85.
Aplicando la férmula de probabilidades totales tenemos
P (A) = 0,5.0,98 + 0,3-0,97 + 0,2.0,95 = (,971.

§ 9. Férmula de Bayes

Examinemos el siguiente problema: sea dado un sistema comple-
to de hipétesis incompatibles

By T s il

cuyas probabilidades P (H;) (i =1, 2, ..., n) son conocidas
antes del experimento (probabilidades a priori). Se efecttia el expe-
rimento (prueba) de cuyos resultados se registra la realizacién de un
suceso A, se sabe que nuestras hipétesis atribuyen a esta eventuali-
dad probabilidades bien determinadas Pg, (4) (i=1, 2, ..., n).
Se pide determinar las probabilidades de estas hip6tesis después del
experimento (probabilidad a posteriori).

Por ejemplo, es evidentemente conveniente rechazar las hipéte-
sis que no admiten la realizacién del suceso 4. El problema con-
siste generalmente en modificar la estimacién de las probabilidades
de nuestras hipdtesis en funcién de una nueva informaci6n,
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En otras palabras tenemos que determinar las probabilidades
condicionales
PA (Hi} <i=1v 2‘ 0 n}'
En virtud del teorema de multiplicacién de probabilidades tenemos
P (AH;) =P (4)-P, (H) = P (H,)- Py, (A);
de donde i ;
(Hy Hy (4
pﬁ{!I‘}=_PM-J-—-—— (I:L 2, aeay ?!). (!}
Para hallar 1a probabilidad P (4) se puede utilizar la férmula de
probabilidades totales

P (A)y= 2 P (H)) PufA). (@)

De donde se deduce la férmula de probabilidades de la hipbtesis
después del experimento (férmula de Bayes)
Py Py, (4) :
Pyl e OB D g B, 1)
D) PPy, (4)
J=)
EIEMPLO. Dos piezas anliaséreas disparan independientemente una de la otra
a un avién, Cada pieza efectia un solo disparo. La probabilidad de dar en el
avion es de 0,2 para la primera pieza (suceso 4} y es de 0,1 para la seguada pie-

za (suceso Bc{. El avién ha sido alcanzado por un solo tiro {suceso C). ;Cuél es
la probabilidad de que este tiro haya sido efectuado por la primera pieza?

Autes del experimento son posibles cuatro hipétesis: iy = AB, H, = AB,
gy = AB, H; = AB; estas hipitesis forman un sistema completo de sucesos,
Sus probabilidades cuando las piezas tiran independientemente son res-
pectivaments iguales a
P(H)) = 0201 = 0,02, P (Hy) = 0,2:00 = 0,18,
P (H;) = 0,8.0,1 = 0,08, P(H,) =08-00=0,72,
Ademés, P (Hy) + P (Hy) + P (Hg) 4 P (Hy) = 1. )
Las probal:illdadas condicionales del suceso observado C con estas hipéte-
815 3eran

Py (€) =0, Py, (€) =1, Py (O) =1, Py, (C)=0.
Por consiguiente, las bifcélesis Hy y H, se rechazan; las probabilidades de las
hipétesis H, y H,; se calculan mediante la formula de Bayes

0,18-1
VA8 10,081

0,081

Pollgm ,18-149,08-1

0,7, Pc(Hy)= 2 0,03,

De este modo, se puede afirmar con una probabilidad igual aproximada-
mente a 0,7 que el tipo acertado ha sido efectuado por la primera pieza.
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B. PRUEBAS INDEPENDIENTES REPETIDAS
§ 10. Elementos de anilisis eombinatorio

Examinemos un conjunto de n elementos diferentes a,, a,, . .
«+ . @pn. Una muestra aleatoria ordenada (puede ser con repetlcwn)
de estos elementos

Cailgs + + + Qam A<<epsnik=1,.., m}

se llama agrupaciin.

Por ejemplo, al arrojar una moneda 10 veces, para su caida de
lado cara (C) y de lado cruz (Cr) se puede dar la siguiente agru-
pacidén

CCCCCrCrCCrCrCr.

DEFINICION . Lldmanse variaciones (arreglos) de n elementos res-
pecto a (tomados de) m (m < n) a sus agrupaciones, cade una de las
cuales contiene exactamente m elementos diferentes (elegidos entre los
elementos dados) y que difieren por la naturaleza de los propios elemen-
tos, o por el orden de éstos.

Calculemos el nimero A de variaciones (arreglos) de n elementos
ty, dg, ..., dn Tespecto a m.

ean Q,,8aq, - - . Gg, variaciones de todo tipo que contienen m
elementos. Construiremos estas variaciones paso a paso. Determi-
nemos primeramente el primer elemento a,,. Es evidente que en el
conjunto de n elementos puede ser elegido por n procedimientos dife-
rentes. Después de elegir el primer elemento a,, el segundo elemento
a,, puede ser clegido mediante » — 1 procedimentos, etec. Como
cada eleccién semejante da una nueva variacidn, todas estas eleccio~
nes pueden ser libremente combinadas. Por eso tenemos

Al =nrn—1)(n—=2} ... [n— (m—1)L (1)

Introduciendo la notacién de factorial n! = 1-2.3 . .. n, se puede
escribir la férmula (1) de la forma siguiente

m nl
An = = - @
DEFINICION 2. Lldmanse permutaciones a las agrupaciones de n
elementos cada una de las cuales contiene todos los n elementos y que
difieren solamente en el orden de éstos.
Es evidente que el mimero de permutiaciones de n elementos es
igual a
r—nf{n=—1)(n—2) ... [n—(n—1)] =n!. (3)

Se considera condicionalmente (por definicién) que 0! = 1.
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DEFINICION 3. Lldmanse combinaciones de n elementos respecto a
(tomados de) m a aguellas agrupaciones que contiene exactamente m
elementos y que difieren por lo menos en un elemento.

Designemos por Cj; el nimero de combinaciones de n elementos
respecto a m.

Examinemos todas las combinaciones posibles de nuestros ele-
mentos

Qg,ey » - - Bap.
Efectuando en cada una de ellas m! permutaciones posibles de sus

elementos obtendremos evidentemente todas las variaciones de n
elementos respecto a m. De este modo la férmula

Cx-ml = AL
de donde
AR na(n—1) ... [a—(m—1}]
o T >t - @)
La férmula (4) puede ser escrita asi:
m_ ol
T ®)

El simbolo C}. posee una propiedad evidente
=0, (6)

que es también justa para m = 0, si consideramos que Cj, = 1.
Los nlimeros ;' son coeficientes en la formula del binomio de
Newton

P+t =p" +Cp" g+ Cip" ¢+ ...+

¥ por eso se llaman frecuentemente coeficientes binomiales (compérese
con el § 5 del cap. XI).

EJEMPLO. Un lote de 10 piezas contiene una pieza mo estindar. jCuil es
la probabilidad de que la cleccidn al azar de 5 piezas tomadas de este lote sean
estindares (suceso A)?

Aqui el niimero de todas las elecciones aleatorias n = C%,, mientras que el
niamero de elecciones favorables al suceso 4 es m = C§. De este modo, la pro-
babilidad buscada es igual a
Cy 91 58t

I M TV T

ve|

§ 11. Ley binomial de distribucién
de las probabilidades

Un suceso 4 se llama independiente en un sistema dado de ensa-
yos, si la probabilidad de este suceso en cada uno de los ensayos no
depende de los resultados de otros ensayos.
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Una sucesién de repeticiones independientes de ensayos, en cada
uno de los cunles el suceso A tiene igual probabilidad P (4) = p
que no depende del ntimero del ensayo, se llama esquema de Bernoulli.

De este modo en el esquema de Bernoulli cada ensayo tieme
solamente dos resultados: 1) el suceso A («éxito») y 2) el suceso 4
(¢fracaso») que se producen con probabilidades constantes P (4) = p
y P (A) = g; es evidente que p + ¢ = 1.

Examinemos un problema: calcular en las condiciones del es-
quema de Bernoulli la probabilidad P, (m) (0 <<m < n) de que
en n ensayos el suceso 4, que tiene una misma probabilidad P (A)=
= p para cada ensayo por separado, se produzca exactamente m
veces.

Lias series de ensayos favorables son aqui de la forma

Aw,Aay « + o Aais

donde Ag; = A o A(i=1, 2, ..., n), ademis, el suceso A se
repite exactamente m veces y el suceso 4 oxactamente (n — m)
veces. Como los ensayos son independientes, la probabilidad de la
realizacién de una serie favorable es igual a

T T =T

P

donde p = P (4), ¢ = P (A) = 1 — p. Todas las series favorables

se obtienen como resultade de la eleccién de m nimeros diferentes

de ensayos del nimero total de n nimeros y, por consiguiente, su

nimero es igual a Cy'. De aqui, aplicando el teorema de adicién de

probabilidades para el caso de sucesos incompatibles obtenemos la

formula de Bernoulli

1

Pp(m)=CRpmg" " = m{:‘,;ﬂ—l prgtm 1)

para la probabilidad de la realizacién de la eventualidad 4 exacta-
mente m veces en el curso de n ensayos.

Esta férmula se llama también binomial; porque susegundo miems-

bro representa el (m -~ 1)-ésimo término del binomio de Newton

(g + p)* = Cag” + Capg"' + Cip*¢" 2 + ... + Chp™

De aqui deducimos la distribucién binomial de las probabilida-
des (vénse el § 15) del niimero de repeticiones del suceso A durante
n ensayos independientes:

1=@+p"=Pr(0)+Pa(l) +P.(2+ ... + P,(n).(2

BJEMPLO. Hallar la probabilidad de que en 10 lanzamientos de una moneda
caiga cara exactamente 5 veces,
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Aqui la probabilidad de que la moneda caiga cara en un solo ensayo es

-

p:?. de donde q;:i—p:_.;. 5

Aplicando la féormula de Bernoulli tenemos

Pu® =t (5)" (+) =58 (3) " = g ~ 025.

§ 12. Teorema local de Laplace

Si el mimero de ensayos n es grande, los cdlculos por medio de la
formula de Bernounlli resultaun dificiles de realizar. Laplace pro-
puso una férmula aproximada importante que permite calcular la
probabilidad P, (m) para que un suceso A se realice exactamente m
veces, si » es un nimero suficientemente grande,

TEOREMA DE LAPLACE Sea p = P (A) la probabilidad de un suceso
A tal que 0 << p << 1. En este caso, la probabilidad para que en las
condiciones del esguema de Bernoulli el suceso A se produica en el
transcurso de n ensayos exactamente m veces, se expresa por la jormula
aproximada de Laplace

Py (1) & e e 12, (1)
V Znnpg
donde
g=1—p ¥y £=L:f__n%_;.._ (2)

Estd demostrado que el error relativo del valor obtenido con
ayuda de la férmula (1) tiende a cere cuando 7 — co. La demostra-
cién de este teorema se da en cursos completos de la teoria de pro-
babilidades.

En el sentido estadistico p = np representa el valor medio del
nimoro de repeticiones m del suceso A en el transcurso de n ensayos;
de este modo m — np es la desviacién del nimero de repeticiones
de la eventualidad 4 respecto a su valor medio. En lo que se refiere
a la expresién ¢ = V' npg, su sentido que se da en la teoria de pro-
babilidades serd explicado més tarde (véase el § 18). Examinando o
como una cierta escala de desviaciones en n ensayos, el naimero ¢
puede ser interpretado como la desviacién entre el ndimero de repe-
ticiones de la eventualidad 4 y su valor medio medido en esta escala.

Introduciendo la funcién

Gty =

e 3)

(sus valores pueden ser hallados en las tablas) se puede escribir Ia
formula (1) en la forma

Pa () % < 90 () = 7= g0 (S22 ). “@
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Puesto que la funcién ¢, (t) decrece mondtonamente cuando
|2 |~ co, para una misma seric de ensayos (n esta fijado) las des-
viaciones m — np grandes en valor absoluto son menos prohables
que las pequefias. Esta afirmacién es claramente justa para un ni-
mero suficiente grande de ensayos r, porque la férmula aproximada
de Laplace ha sido obtenida teniendo en cuenta esta hipétesis.

. EJEMPLO. La probabitidad de dar e¢n el blanco por un tirador, con un sole
disparo, es igual a p = 0,2, ;Cual es la probabilidad para que el blanco sea
batido exactamente 20 veces en 100 disparos?

Aqui p =102, ¢=10,8 n= 100 y m = 20, de donde
Vnpg= Y 1001,2.0.8 =4,
¥, por consiguiente,
= m—np 20— 100.0 2 s
Vnpy *

1
Teniendo en cuenta que ¢, (0) = _'Iv‘ﬁm 0,40 la formula (1) nos da

0.

3

Pios (20) 2 0.40-5-= 0,10.

No hay que asombrarse de que el valor de la probabilidad sea pequefio;
20 impactos exactamente en 100 disparos es un suceso relativamente raro, Un
suceso casi cierlo es ugui dar en el blanco aproximadamente 20 veces. Por ejem-
plo, 1a probabilidad P de la desigualdad 15 << m ﬁ 25 gue incluye 11 valores
de m = 15, 16, . . ., 24, 25 es préxima a la unidad. Se puede verilicarlo cal-
culando esta probabilidad por la férmula

25
P= 3 Pk
k=15

§ 13. Teorema integral de Laplace

Tratemos de calcular la probabilidad P, (m;, m,) de que en n
ensayos de Bernoulli el nimero de repeticiones de un suceso 4 de
probabilidad P (4) = p (0 << p << 1) no sea inferior a m, ni supe-
rior a m, veces.

En virtud del teorema de adicién de probabilidades en el caso
de sucesos incompatibles, obtendremos

Py (my, my) “E;,.l P, (m). (1)

De aqui, utilizando el teorema local de Laplace tendremos aproxi-
madamente

Po(ty, me) 3 e @0 (bm), @

m=ni;
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donde
tm= =t (M Smmy) 3)
y ”
Po(t) =~ T “)
Tenemos

{m-41)—np __m—np __

1
Aty =1 —_—f = — e = =
TR Vinpg V hpg V npg

¥, por consiguiente,
g
Py (my, my) =~ E Po (Em) Aty (9)
m==n)

La suma (5) es integral para la funcién g4 (£} sobre el intervalo
tmy <<t <lp, Cuando n — oo, es decir, cuando At,, — 0 su li-
mile es, la integral definida correspondiente. Por eso, suponiendo
que n es suficientemente grande obtenemos la férmula aproximada

tng 'm

Nt i*
1 s o
P, (my, my) ~ o (§) dt = ——= e 2 .df, (6)
‘§1 L] "é‘l
donde
_ Mmy—anap - Me—np
- e~ a

Este es el contenido del teorema integral de Laplace. Introducimos
la integral estdndar de probabilidades (funcién de Laplace)

x
1
D, = = —
0@ = mvd = —=
a 0
que es evidentemente la primitiva de la funcién ¢, (z).

En este caso, en virtud de la f6rmula de Newton—Leibniz tendre-
mos de la (6)

5 L

e Z di, (7

P, (my, mg) = D (t,,,) — D, (Ema)- (8)

La férmula (8} da el valor aproximado de la probabilidad para
que el nimero m de repeticiones del suceso A en el transcurso de n
ensayos satisfaga la desigualdad m, < m <{ m, y, por consiguien-
te, la variable aleatoria ¢ satisface la desigualdad t,, <Ct < i,,.
Esta férmula se escribe frecuentemente asi:

Pmismmy) =P (ty, <t <lp,) =~ Dy (tmy) — ©p (Lm,) (8)
(formula integral de Laplace).
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La integral @, (x) no se expresa por medio de funciones elementa-
les; para su céleulo se utilizan tablas especiales que se hallan gene-
ralmente en cursos completos de la teoria de probabilidades.

Citamos una parte de esa tabla.

Tabla de valores de la funcién Py ()

x o | 0,5 1 | 1.5 | 2 [ 2,5 3

o@ | 0 | o2 | 034 | 043 | 047 | 0,49 | 0.9

La funcién @, (z) (fig. 270) posee las propiedades siguientes
1) © (0) = 0; 2) W, (+o0) = 5 (véase el § 4 del cap. XXIV);
3) la funcién @, (z) es impar, es decir, @, (—z) = —d, (x) (por eso

Fig. 270

no es necesario indicar en la tabla los valores de la funcién @,(x)
para valores negativos del argumento), en particular, @, (—o0)=

= -H;—; 4) g (z) es una funcién monétonamente creciente (esto re-
sulta del hecho de que @, (x) = ¢, (z) = 0). Para x > 3 se puede
admitir que @, (z) = 0,500 con exactitud de hasta milésimos.

EJEMPLO. La probabilidad de batir el blanco disparando un solo tiro de
cafidn es igual a p = 0,2, 1Cuél es la probabilidad de que el blanco sea batido
no menos de 20 veces con una descarga de 100 cafiones?

Aqui » = 100, 20 << m << 100. Tenemos

V ipg= Y 100-0,2-0,8=4.

De donde
e iR
y
100—100.0,2
tigy=——F——= 20,

Aplicando la férmula (8) obtenemos
P (20 < m < 100) = D, (20) — D, (0) = 0,500 — 0 = 0,500.
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proBLEMA. Hallar en las condiciones del esquema de Bernoulli la
probabilidad de que la desviacién entre la frecuoncia-—"s de un su-
ceso A y su probabilidad P (4) = p (0 << p << 1) no sea en valor
absoluto superior a un nimero dado & > (.

Designaremos esta probabilidad por la notacién

m
P (|5 —rl<e).

De la desigualdad

|1—P lés (9

mn

obtenemos una desigualdad cquivalente
|m—np|=_ne, o bien -—nesIm—nrp<_ne.

De aqui, considerando gue

m—np
—_—
¥ rpy

tendremos

RN i Ty
e |/- e it 5 =h
Mediante la férmula (8'), teniendo en cuenta el hecho de que la
funcién @, (z) es impar, hallamos

P (|2 —p|<e) = P(—t<t<t) = Dy (t) — Do (— 1) =

=2®0(zi)=2¢0(a]/-1) .

Como (Da(+oo)=-—,1£-, 2, (e l/—;T) — 1 cuando n — oo.

De este modo, en las condiciones del esquema de Bernoulli por mds
pequeria que sea ¢ =0 se puede esperar con una probabilidad tan
préxima como se quiera a la unidad que para un ndmero n de ensayos
suficientemente grande la desviacién (9) entre la frecuencia de repeticio-
nes del suceso A y su probabilidad serd inferior, en valor absoluto, al
rimero e (ley de wgrandes mimeros» en la forma de Bernoulli).

§ 14. Teorema de Poisson

Supongamos que se efectGan n ensayos sucesivos independientes
(r =1, 2, 3, ...) ¥y que la probabilidad de la realizacién de un
suceso dado A en esta serie P (A) = p, > 0 depende de su nimero
n y tiende a cero cuando rn —- oo (sucesién de «sucesos raros»), Su-
pongamos también que en cada serie de ensayos el valor medio del
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niimero de repeticiones del suceso A es constante:

np, = p = const; (1)
de donde

al=

Pn= 2

En virtud de la f6rmula binomial (§ 11) para la probabilidad

de una manifestacién del suceso 4 en la n-ésima serie, exactamente
m veces, tenemos la expresién

Py(my=Crpr(t—pa)"m=C2 (5)" (1 =£)"" @

Sea m dado y n — co. En este caso,

C,‘{'(—&)m-—.—- n(n—i)(u—zjl... [n—(m—1}) p
n min™
=S (=) (1= E) o (-2t i

Ademés (véase el § 12 del cap. VII), teniendo en cuenta que

1

lim (14 a)® =e

a0
¥, por consiguiente,

1

lim{(1—a)* =e!,

a0
tenemos

n

e S

8si n— oo,

De este modo, pasando al limite en la férmula (3) cuando r — oa,
obtendremos

— A ) YN WD

Jefm-lno(l) (-3 =-er @

Si n es grande, la probabilidad P, (m) difiere tan poco como se
quiera de su limite (4). De aqui, para la probabilidad buscada
P, (m) tenemos la férmula aproximada de Poisson cuando los valo-
res de n son grandes

= m

P, (m) = Lo, (5)
donde u = np, (teorema de Poisson).

En general, la férmula de Poisson puede ser aplicada en los
casos cuando el nimero de ensayos n es «grandes, la probabilidad
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de la eventualidad p, = p es «pequefia» y p = np es ¢ni pequeiio,
ni grande».

La férmula de Poisson halla aplicaciones en la teoria de las
colas.

EJEMPLO. En la producciéon en masa de un cierto Iiroducto la probabilidad
de obtener un articulo no estindar es de 0,04. Cuil es la probabilidad para que
en un lote de 100 articulos se hallen 2 uvidades no estindares?
Aqui la probabilidad p = 0,01 es pequefia y el nttmero n = 100 es grande,
onlonces
p = npg = 100-0,01 = 1.

Aplicando la ley de Poisson a la probabilidad buscada obtendremos el
valor siguiente
P~ Ll e pn L gy
e SEL o ) L

C. VARIABLE ALEATORIA
Y SUS CARACTERISTICAS NUMERICAS

§ 15. Variable aleatoria discreta y su ley
de distribucién

Una variable se Hlama aleatoria, si ella adquiere sus valores se-
gun los resultados de un ensayo (de un experimento), ademas, para
cada resultado elemental su valor es finico. Una variable aleatoria
se llama discreta (en sentido estricto), si el conjunto de sus valores
posibles es fimito.

Geométricamente el conjunto de todos los valores posibles que
puede tomar una variable aleatoria discreta representa un sistema
finito de puntos del eje numérico.

Sea X una variable aleatoria discreta cuyos finicos valores pesi-
bles son los niimeros

T oy L, s
Designemos por
pj-—'—‘P(X———.rl) {i=1,2,...,n)
las probabilidades de estos valores (es decir, p; es la probabilidad
para que X tome el valor z;).

Los sucesos X = x; (¢ =1, 2, ..., n) forman evidentemente
un sistema completo de eventualidades por eso
prtp:t ..+ opa=1L ()
DEFINICION. Lldmase ley de distribucion de una variable aleatoria
discreta a toda relacién que establece una correspondencia entre todos
los valores posibles de esta varigble y sus probabilidades.
En los casos mas simples la ley de distribucién de una variable
aleatoria disereta X puede ser comodamente dada por una tabla:

35=0102
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By xlfxil.. Tn

P 4 I P ’ I'n

Aqui la primera fila contiene todos los valores posibles que puede
tomar la variable aleatoria y la segunda fila, sus probabilidades.
Notemos que, si fuese necesario, la tabla de valores de una va-
riable aleatoria discreta X puede siempre ser completada, de un
medo formal, por un conjunto finito de nimeros cualesquiera con-
siderando que sus valores X tengan probabilidades nulas.

EJEMPLO { Fnuna loteria de 10 000 balletes hay 1 premio de 4000 rublos,
10 premios de 100 rublos y 100 pramios do 1 rublo. Hallar la ley de reparticién
del premio aleatorio X para el poseedor de un solo billete de loteria.

Aqui los valores posibles de X son:

2, = 1000, =z, =100, 13:==1, xq=10

Sus prebabilidades respectivas son:
py = 0,0001, p, = 0,001, p3= 0,01, py =1 —(p + py+ ps) =~ 0,0889

La ley de distribucién del premio X puede ser dada por la tabla:

X | 1000 100 1 0

P [n,num 0,004 0,01 | o,0889

EJEMPLO 2. El nimero m de repeticiones de un suceso 4 en el transcurso de
n engayos independientes puede ser considerado como una variable aleatoria X
que puede tomar los valores m = 0, 1, 2, .. ., a. La loy de distribucién de
esta variable estd dada por la Iérmula binomial

Pm = P (X = m) = CJp™g"-™,

donde p = P (A), ¢ = P (4) = 1 — p (distribucién binomial)

En particular, si p es pequefio y n es grande y que pr = p e3 una magni-
tud limitada colocada entre dos niimeros positivos fijos, es justa la reparticién
de Poisson aproximada

m
pm=P (X =m) = -’-:;-‘-!-c—“ (=0, 1, 2, ..., 7).,

§ 16. Esperanza matemitica

pEFINICioN.  Lldmase es peranza matematica de una variable aleato-
ria discreta a la suma de los productos pares de todos sus valores por
sus probabilidades.

Si 2y, Zgy . .-y Tn €s un juego (completo) de todos los valores
de una variable aleatoria discreta X y py, Pas . - .y Pn Son las pro-
babilidades que les corresponden, entonces designando por la letra
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M la esperanza matemdtica tendremos

n

M(X)= §’ zp1s (1)
donde
PRI @)

Es evidente que la esperanza mateméatica de una variable aleato-
ria X no serA modificada, si la tabla de valores de esta variable se
completa de un conjunto finito de cualquier niimero, considerando
que las probabilidades de estos nimeros son iguales a cero. )

La esperanza matemética M (X) de una variable aleatoria X
es una magnitud constante y por eso ella representa la caracteristica
numérica de esta variable X.

i FJEMPLO. Hallar la esperanza matematica del premio X en el ejemplo 1
el § 15.
Utilizando la tabla que alld figura tenemos

M (X) = 1000.0,0001 + 100.0,001 + 1.0,00 4 0-0,9888 = 0,21 rublo =
= 21 kopeks.

- Es facil comprender que M (X) = 21 kopeks es el precio «equitativos del
illete

OBSERVACION { Algunos términos z;p; (i = 1, 2, ..., n) de la
suma (1) son las esperanzas matemiticas de las variables aleatorias
X;(i=1, 2,..., n) cuyos valores posibles son z; y 0 con las

probabilidades respectivas p; y 1 — p;.
OBSERVACION 2. Sean = min z; ¥y & = mix x; el menor y mayor

de los valores posibles de la variable aleatoria X. Tenemos

T n L
z=2 ep <P ap< X ap =7
= = &
De este modo

e< M (X)<z. (3)

Entonces, 1a esperanza matemitica de una variable aleatoria es
un cierto valor medio de esta variable.

OBSERVACION 3 La esperanza matemdtica del nimero de repeti-
ciones de un suceso 4 en un selo ensayo coincide con la probabilidad
de este suceso P (A) = p.

Efectivamente, sea X el niimero de repeticiones del suceso A
en un ensayo dado. La variable aleatoria X puede tomar dos valo-

anw
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res: &, ~ 1 (el suceso A ha tenido lugar) con la probabilidad p, = p
vy z, — O (el suceso A no se ha producido) con la probabilidad p, =
=1—p =9
Por eso
MX) =1.p 4+0-q - p

§ 17. Propiedades principales
de la espcranza matematica

Las propiedades mis importantes de la esperanza matematica
serdn demostradas en este pirrafo para las variables aleatorias discre-
tas. Sin embargo, los leoremas correspondientes son vilidos para las
variables aleatorias continuas, por eso al enunciar estos teoremas
no menecionaremos que las variables alcaterias examinadas son
discretas.

Tenemos que poner en claro el seatido de las operaciones aritmé-
ticas X + Y, X — Y, XY, etc., donde X ¢ Y son variables aleato-
vias discretas. No es dificil dar las definiciones correspondientes.

Por ejemiplo, se llama suma X + Y a unn variable aleatoria #
cuyos valores son sumas admisibles z;5 - - x; 4 yy;, donde z; e y;
son todos los valores posibles que pueden tomar respectivamente las
variables aleatorias X e Y, ademas, las probabilidndes correspon-
dientes son iguales

Ny PAZ = 2y) = PAX =x) PLY =y/X =x)).

Si una combinaeién cualquiera x;, + ¥, es imposible, se conside-
ra condicionalmente que ng; = 0; esto no ejercerd influencia en la
esperanza matemitica de la suma.

Se definen de modo andlogo las otras expresiones.

Se distinguen también variables aleatorias independientes y de-
pendientes. Dos variables aleatorias se consideran independientes,
si los valores posibles y la ley de distribucién de cada una de ellas
permanecen invariables, al elegir cualesquiera valores admisiblos
de la otra variable. En el caso contrario, las variables son depen-
dientes. Algunas variables aleatorias se llaman mutuamente indepen-
dientes, si los valores posibles y las leyes de distribucion de cada
una de ellas no dependen de los valores posibles tomados por las
otras variables.

TEOREMA | La esperanza matemdtica de una magnitud constante
es igual a esta constante, es decir, si C es una magnitud constante,
M(C) =C.

DEMOSTRACION. La constante ¢ puede ser considerada como una
variable aleatoria discreta que toma un solo valor posible C con
probabilidad p = 1. Por eso

M{C)=C-1=C.
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TEOREMA 2. La esperanza matemdtica de la suma de dos (o varias)
varigbles aleatorias es igual a la suma de las esperanzas matemdticas
de cada una de ellas, es decir, s1 X e Y son variables aleatorias, en-

tonces
M{X+Y)=M®X)+ M),

DEMOSTRACION. 1) SBupongamos que la variable uleatoria X toma
los valores z; con las probabilidades p; (i =1, 2, ..., n) y la va-
riable Y, toma los valores y; con las probabilidades p} (f =1, 2, . . .

. -y m). Los valores posibles de la variable aleatoria X + ¥ seran
en este caso las sumas x; 4 y; cuyas probabilidades son iguales a
Ny =P X =z) P (Y = yjX =2) =

=P =y)P (X =2/ =y). @

Como hemos dicho més arriba, todas las combinaciones (i, i
e=1,2,...,m j=1,2, ..., m pueden ser consideradas
como admisibles. Con todo, si la suma z; 4 y; es imposible, se su-
pone que gt;; = 0.

Tenemos
3 5 ctmomim g B ot 3 B v 9
W(X+Y)= 2 o == Y, x40 | Y.
(X+7Y) ‘g”n'( - y) Ty 21:;:‘1 1 u+{=”='I Yoy

Utilizando las propiedades evidentes de )a suma: 1) la suma no
depende del orden de términos y 2) se puede sacar del signo de la
suma un factor que no depende del indice de adicion; se deduce de
la (4) que

n m m n
M(X+Y)= 21 -Zle ﬂu+?_-‘,1 Yi 21 Ty (5)
1= ™ pem

=
m

La suma > 7ty; representa la probabilidad de un suceso que con-
=1

siste en que la variable aleatoria X toma el valor x; a condicién de
que la otra variable aleatoria ¥ tome uno de sus valores posibles
(que es cierto): es evidente que este suceso complejo es equivalente
a que X toma el valor z; y por eso

_E‘ ny=P(X=xz)=p;.
i=
De modo andlogo

n

1}3, M= P Y =y} =pj.

En este caso, mediante la férmula (5) ohtenemos
L m
MX+Y)=3 zw+2 ypi=MX)+M (),

que es lo que se debia demostrar.
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2) En el caso de varias variables aleatorias, por ejemplo, de
tres X, Y y Z tenemos

ME+AY 4+ =MIX+Y)+2=MX+Y)+M(2Z) =
= M (X) + M (Y) + M (2),

etc,
COROLARIO St C es una magnitud constante,

MX+C=MX)+C.

TEOREMA 3. La esperanza matemdtica del producto de dos variables
aleatorias independientes es igual al producto de sus esperanzas mate-
mdticas, es decir,

MA(XY) = M (X) M (Y), (6)

donde X e Y son variables aleatorias independientes.

DEMOSTRACION. Sean (z;, p) (i =1, 2, . .., n) e {y;, p3) (G —
=1, 2, ..., m) las respectivas leyes de distribucién de las varia-
bles aleatorias X e Y. Las variables X e Y son independientes, por
eso todos los valores posibles que puede tomar la variable aleatoria
XY son los productos de la forma =zuy;(i =1, 2, ..., n, j =
=1, 2, ..., m). Con todo eso, las probabilidades de estos valores,
segiin el teorema de la multiplicacién, para sucesos independientes
son iguales a p;p;.

Tenemos

i m n

m
M(XY)= 2 _Zi Y PPy = 23 Py j.;] yipi=

i=13 =
=2 M F)=M(X)M¥), @)

que es lo que se debia demostrar.

COROLARIO 1. La esperanza matemdiica del producto de varias va-
riables aleatorias mutuamente independientes es igual al producto de
las esperanzas matemdticas de estas magnitudes.

En efecto para tres variables aleatorias mutuamente indepen-
dientes X, Y, Z, por sjemplo, tenemos

M (XYZ) = M [(XY) Z) = M (XY)M(Z) = M (X) M (Y) M (2),

ete.

COROLARIO 2. Se puede sacar un factor constante del signo de la espe-
ranza maemdtica.

Si C es una constante y X una variable aleatoria cualquiera, apli-
cando el teorema 1 y teniendo en cuenta el hecho de que € y X son
independientes, obtendremos

M (CX) = M (C) M (X) = CM (X).
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COMOLARIO 3 La esperanza matemdtica de la diferencia de dos va-
riables aleatorias cualesquiera X e Y es igual a la diferencia de las
esperanzas matemdlicas de estas variables, es decir,

M{X —Y) = M(X)— M)

Efectivamente, aplicando el teorema sobre la suma de las espe-
ranzas matematicas y el corolario 2 obtendremos

M(X —Y)=MI[X + (—Y) = M (X) + M (—=Y) =
= M (X) + (—1) M (¥) = M (X) — M (Y).

§ 18. Dispersién

Sea X una variable aleatoria y M (X) la esperanza matemadtica
de esta variable (valor medio) La variable aleatoria X — M (X)
se llama despracién.

TEOREMA 1 La esperanza matemdtica de la desmacién de toda
variable aleatoria X es igual a cero, es decir,

DEMOSTRACION. Efectivamente, teniendo en cuenta que M (X) es
una magnitud constante tenemos

MIX — M &) =M(X)— MIMX)] =MEX)—M(X) =0.

peFINICIoN  Se llama dispersién (varianza)de una variable aleato-
ria a la esperanza matemdtica del cuadrado de la desviacion entre esta
variable y su esperanza matemdlica.

De aqui, designando la varianza por la letra I} tendremos para
una variable aleatoria X

D (X) = M {IX — M (X)P}. (1)

IEs evidente que la varianza de una variable aleatoria es cons-
tante, es decir, es una caracteristica numérica de esta variable.
St la ley de distribucién de una variable aloatoria X es (zi pj)
{({=1, 2, ..., n), notando, para abreviar, M (X) = p tendremos
por medio de la férmula (1)
1
D(X)=3 (@—w*pr- (2)
La raiz cuadrada de la dispersién D (X) de una variable aleato-
ria se llama desviacion cuadrdtica media o (de otro modo, desviacién
estandar) de esta variable:

¢ (X)=VDX). (3)

RIEMPLO. Sea una variable aleatoria cuya ley de distribucién esta dada
por la tabla siguiente
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‘ X 4 10 20

‘ p 1/4 172 1/4

Determinar la esperanza matemdtica M (X, la varianza D (X) y la des-
viacion enadratica media o (X) de esta variable

Tenemos
. 1 | —
MiXy= 4'71+ 10 5T JU'-E = 11}
de donde
D (X) = (4 — 144 (10 — 11y° b (20 — 1027 = 33

s X)=VD(X)=V3B =575

La varianza D (X sirve de medida de la dispersién de una varianble aleato-
ria discreta X. Efectivamente supongamos que D (X) sea pequefia. En este caso,
de la [6rmula (2) resulta que todos los términos {z;— W -peli=1, 2, ..., n)
son igualmente pequeiiva. De aqui se deduce que al omitir valores que Lienen
probabilidad pequeiia (tales valores son pricticamente imposibles), todos los
otros x; difieren poco de p. De este modo, cuando la varianza D (X) es pequedia
resulta casi cierlo que los valores t&l.le toma la variable aleatoria se coneentran
cerca de su esperanza matematica (la excepcion puede ser de un numero relati-
vamenle pequeiio de aliunos valores). En particular, i D {X) = 0, es evidenlo
que X = p y la variable alealoria representa un puato del eje numérico. Al
contrario, si D (X) es grande, la concentracion de valores de la variable aleato-
ria X alrededor de un contro cualquiera se excluye.

TEOREMA 2. La varianza de una variable aleatoria es igual o la
diferencia entre la esperanza matemdtica del cuadrado de esta variable
y el cuadrado de su esperanza matemdtica, es decir

D (X) = M (X*) — M (X)P (%)

pemosTRACIoN  Aplicando los teoremas fundarmentales sobre las
esperanzas malemdlicas de variables aieatorias tenemos

D(X) = M{X — M (X))} = M {X* — 2XM (X) + [M (X)*}=
= M (XY —2M (X)-M (X) +~ IM (X))} =
= M (X®) — (M (X))~
TEOREMA 3. La varianza de ung magniiud constanie es igual a cero.

Efectivamente, si C es una magnitud constante, M (C) = C y
por consiguiente

D () = M[C— Pl =M(©0) =0.
Este resultado es evidente porque una magnitud constanle se

representa por un solo punto sobre el eje numérico Ox y no tiene
dispersién.
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TEOREMA 4 La variganza de una suma de dos variables aleatorias
independientes X e Y es igual a la suma de las varianzas de estas va-
riables, es deeir,

D (X -}+Y)=D(X)+D(Y). (5)
DEMOSTRACION  Puesto que
M(X+Y)=M(X) + M), (6)

lenemos
DX+ =M{(X+Y)—MX+Y)}=
= M{[(X —M (X)) +(Y —M (¥)?}) =
=M{X—M (X))} 4- M {|¥Y—M ()%} 4
4-2M {{X —M (X)]-|Y —M (Y)]) =D (X)+ D (Y)+2K (X, Y),
donde
K (X, Y)=M{[X—M (X)|-[Y =M (Y))}
es un momento llamado momento de correlacién de las variables X
e Y. 5i las variables aleatorias X e Y son independientes, las varia-
bles aleatorias X — M (X) e ¥ — M (Y) que difieren de X e ¥ en

magnitudes constantes, son evidentemente también independien-
tes. Por eso, en virtud del teorema 3 del § 17 y del teorema 1 tene-

n10S
KX, Y)=WIX —-MX))MIY—-—M@X)=20

y entonces la formulas (8) es veridica.

COROLARIO { La varianza de una suma de varias variables aleato-
rias mutuamente independientes es igual a la suma de las varianzas de
estas variables.

GOROLARIO 2. 8¢ € es una magnitud constanie,

DI(X + C) =D (X).

De este modo, las variables aleatorias X y X -+ C tienen una

misma medida de la dispersién.

TEOREMA 6. Se puede sacar un factor constante del signo de la va-
rianza elevandolo al cuadrade, es decir,

D (CX) = CD (X).
peMOSTRACION Si € es un factor constante, aplicando el teore-
ma 2 obtendremos
D (CX) = M (€*XY) — (M (CX)] = C*M (X?) —
— C* [M (X)P* = C*D (X).

De este modo, la varianza de la variable CX es C? veces mayor
que la varianza de la variable X.
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COROLARIO. La varwanza de la diferencia de dos variables aleatorias
independientes es igual a la suma de las varianzas de estas variables,
es decir, si las variables aleatorias X e Y son independientes,

DX —-Y)=D(X)+ D ().

Efectivamente, en virtud de los teoremas 4 y 5 tenemos

DX -YV)=DIX+(-=D(X)4+D(-Y) =
=D (X) + (12D ) =D (X) + D (V).

La esperanza matemitica y la varianza de la variable aleatoria
son sus caracteristicas numeéricas esenciales.

PROBLEMA. Determinar la esperanza mateméatica y la varianza
del ntiimero X de repeticiones de un svceso A en n ensayos indepen-

dientes sabiendo que en cada uno de ellos la probabilidad del suceso
A es constante: P (4) = p.

La variable aleatoria X toma los valores 0, 1, 2, ..., n v se
repite segim una ley binomial
Pmn=P(X=m=CPpm"™ (m=0,1, 2, ..., n), (N

donde ¢ = P (4) =1 — p.
La variable X puede ser considerada como una suma de variables
aleatorias independienties

X_~Xk‘i'x-z+--- +an

donde X, (: = 1, 2, . .., n) es el nimero de realizaciones del suceso
A en el i-ésimo ensayo. La variable aleatoria X; toma solamente dos
valores: 1, si el suceso A ha aparecido en el i-ésimo ensayo y 0, si ol
suceso 4 no se ha producido en el i-ésimo ensayo. Las probabilida-
des de estos valores son P (4) = p y P (4) = g. De aqui

M(X1)=1‘P+0'9=P (t=1,2, ..., n

(véase también el § 16). Aplicando el teorema sobre la esperanza
matematica de una suma de unas variables tendremos

M@X)=ME)+MX)+ ... +M(X)=np. (8

De este modo, la esperanza matemaética del niimero de repeticio-
nes del 4 coincide en las condiciones del esquema de Bernoulli, con
el «numero medio» de realizaciones de este suceso en la serie de en-
sayos dada.

Para la dispersién de la variable aleatoria X, obtendremos

DX)=(1—p* +©0—pP=4¢p+rpqg=
= pq (g + p) = pq-
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De donde, utilizando la propiedad de la varianza dé la suma de va-
viables aleatorias independientes (teorema 4) tendremos

D(X) =D (X)) +D (X + ... +D (X.) = npq. )
Por eso la desviacion enadratica media (esténdar) es
o (X) = VD (X) = Vnpy. (10

Las férmulas (8) y (9) dan la esperanza matemAtica y la varian-
za para la ley de distribucién binomial.

OBSERVACION. Se hace comprensible ahora el sentido de la variable aleatoria
_m—np

Vnpg
que figura en las férmulas aproximadas de Laplace (3§ 12 y 13), a saber, ¢

representa la desviacién entre el nlimero de repsticiones del suceso A ¥ st espe-
ranza matemética medida en estandares (llamadas desviacién normal),

t

Examinemos n variables aleatorias discretas, independientes de
par en par X,, X,, ..., X, cuyas varianzas [} X)) =1,2,...
- ., n) estin uniformemente acotadas

0D (X)<K (i=1,2, ..., n).

Estas variables pueden presentar una dispersién considerable, pero
su media aritmética

X, == (Xy+ Xy o ..+ Xy)

es saficientemente ecentradan.
En estas condiciones tiene lugar el notable teorema de Chéby-
shev: para cualquier & >0 la probabilidad de Ia desigualdad

| Xo — M (X,) | < e donde

M(X,) =+ S m(xy,

1=1

€s tan proxima como se quiera a1, si el mimero n de variables aleatorias
es suficientemente grande, es decir,

lim P (|1X, —M (X,)| <e)=1
{ley de grandes nimeros en la forma de Chébyshev).

El teorema de Chéhyshev se aplica en la teoria de errores, en
estadistica, etc.
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§ 19. Variables alealorias continuas,
Funciones de distribucién

Una variable alealoria X se \lama centinua, st ella puede tomar
todos los valores reales que contiene cierto intervalo finito o infi-
nito {a, b) del eje numérico. Se supone que en cada ensayo la varia-
ble aleatoria X toma un valor y solamente wuno z € {a, b). Hace
falta remarcar que las variables discretas y continuas no abarcan a
todos los tipos de variables aleatorias.

Para caracterizar una variable aleatoria continua X se introduce
su funcidn de distribucion

D () = P (—o0 = X < 1) ()

que se llama ley de distribucién integral®).

Si los valores tomados por la variable aleatoria X se consideran
como puntos del eje numérico Oz, entonces @ (z) representa la pro-
babilidad del suceso que consiste en que el valor observado de
la variable aleatoria X pertenece al intervalo (—oo, 1), es deeir,
esld sitnado a )a izquierda del punto z. Este inlervalo depende del
extremo derecho x y por eso la probabilidad es naturalmente una
funcién de z definida sobre todo el eje —oo < & <C +-oo.

Notemos que la funcién de distribucién tiene también sentido
para las variables aleatorias discretas.

La funcion de distribucién @ (z) posee las propiedades siguientes.

I. @ (2) es una funcién no decreciente del argumento x, es decir,
si z<<a', @) =< P @)

En efecto, s1 2’ > z, el suceso X € (—o0, z) implica evidente-
mente X € (—oo, z'). Pero en este caso la probabilidad @ (z") del
segundo sucese no es inferior a la probabilidad @ () del primero
(teorema 2 del § 3).

II. Puesto que @ (z) es una probabilidad, es vdlida la desi-
gualdad

0@ (x) < L

L @ (—o0) =0, @ (-+o0) = 1.

En efecto, el suceso X € (—oo, —oo) es evidentemente imposible
v el suceso X € (-—o0, --c0) es cierto.

Conociendo la funcién de distribucién @ (z) se puede determinar
para cada intervalo [a, b) la probabilidad P (@ << X < b) para que
la variable aleatoria X se encuentre en este intervalo (se ha
convenido aqui incluir en este intervalo el extremo izquierdo a ¥
no incluir el extremo derecho b)

En efecto, sean A el suceso X € (—o0, a), B el suceso X € (—oo, b)
y C el suceso X € la, b).

1) El término probabilidad lo entendemos aqui en sentido _axiomatico.
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En este caso es evidenlemente
B =4 4 C.

Como los sucesos A y C son incompatibles, aplicando el teorsma de
probabilidades oblenemos P (B) = P (A) + P {C), de donde

P (C) = P (B) — P (4),
Plaa<X<b)=0@F —b ). 2

En virtud de la propiedad 1: @ () — D (@) = 0.

De este modo, le probabilidad de que la variable aleatoria X tome
un valor perteneciente al intervalo la, b) es igual al incremento de la
Juncion de distribucion de esta variable sobre este intervalo.

En el texto que sigue una variable aleatoria X serd llamada con-
tinua solamente en el caso cuando su funcién de distribueién @ (2)
es continua sobre el eje (—oc, +oo).

TRONEMA. La probabilidad (a priori) de que una variable aleatoria
X tome un valor a estriclamente determinado de antemano es igual a
cero.

DEMOSTRACION.  Efectivamente, en virtud de la formula (2) te-
nemos

es decir,

P X<a =@ — ). (3)

Supongamos que x — a; en este caso el intervalo [¢, x) contendri
dentro del limite un solo punto a. Ademis, en virtud de la continui-
dad de la funcién @ (z) en el punto a tenemos

lim @ () = D (a).

Pasando al limite en la igualdad (3) cuando r— e obtendremos
Pl@= lim D) — D@ =d@—D(@ =0

De este modo, cuando la funcién de distribucién es continua la
probabilidad de «caer en el punto» es nula.
COROLARIO.  Para una variable aleatoria continua X se verifican las
tgualdades
Plas Y <b)= D (b) — D (a) (29
¥
P(a< X < b) =D (b)—D(a), 2"
donde @ (z) = P (a < X << 2) es su funcién de distribucién. En efec-
to, lenemos
Pa<X<h)=Pla<X <)+ P(X=b)=
= (D) — D ()] +0=D () — D (a).
Se demuestra anilogamente la segunda igualdad.
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OBSERVACION. En el caso general puede ser que los sucesos imposibles y las
eventualidades de probabilidad nula no sean eguivalentes.

Supongamos ahora que la funcién de distribuciéon @ (z) de una
variable aleatoria continua X admite una derivada continua

O (@) = ¢ () )

La funcién g () se llama densidad de la probabilidad (para una dis-
tribucién dada) o ley de distribucidn diferencial de la variable aleato-
ria X.

El término «densidad de probabilidad» tienc el sentido siguiente: sea [z,
z -+ dz] un intervalo infinitamente pequefio. En este caso, en virtud de la
férmula (2') tenenios

Plz X < x4 dr) =D (z + dz) — @ (2).
Reemplazando el incremento infinitesimal de la [uncién @ (z 4 dx) —
— @ (z) por su dilerencial @' (z) dz = @ (z) d= obtendremos una igualdad
aproximada
Plr< X = 2+ dx) = ¢ (z) dz. (63

De este modo, la densidad de la probabilidad es la relacién de la probabili-
dad de que un punto se encuentre en un intervalo infinitesimal respecto a la
longitud de ese intervalo.

Como la densidad de probabilidad ¢ (z) es la derivada de la
funcién no decreciente I (z) ella no es negativa: ¢ (z) == 0. A dife-

¥
y=giz}
5
JI a I
Fig. 271

rencia de la probabilidad, su densidad puede tomar valores tan gran-

des como se qulera.
Como @ (z) es una primitiva de la funcién @ (z), la férmula de

Newton—Leibniz nos da
S: ¢ (z) dz =@ (b)— P (a).
De aqui, en virtud de la (3") obtenemos
Plag<X<h) = ; ¢ (z)dz. (6)

Geométricamente (fig. 271), esta probabilidad representa el rea
S del trapecio curvilineo limitado por la grafica de la densidad de
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probabbilidad ¥y = ¢ (z), el eje Oz y por dos ordenadas z = a ¥y
£ = .

Suponiendo que a = —oo0 y b = -+oco, obtenemos un suceso
cierto X € (—oo, -o0) cuya probabilidad es igual a la unidad.
Por consiguiente

+ oo
S ¢ (2)dz=1. (7)

-0

Considerando que en la férmula (8) ¢ = —oo, b = z y designando,
para que sea més claro, la variable de integracién x por otra letra, ¢
por ejemplo (esto es legitimo para una integral definida) obtenemos
la funcién de distribucién

x
Dz)=P(—oco<X<z)= S @ () dt. 8)

§ 20. Caracteristicas numéricas
de una variable aleatoria continua

Examinemos un intervalo infinitamente pequefio [z, z - dzl
como un «punto gruese» z del eje Oz. En este caso, la probabilidad
de que una variable aleatoria X tome un valor que coincida con
cste «punto grueson x es igual a @ (z) dr y la esperanza matemadtica
de este suceso es

dM = zg¢ (z) dz.

Representado la recta — co << z < 4o como un conjunto in-
finito de tales «puntos gruesos» obtenemos, por analogia con la de-
finicién de la esperanza malemdtica de una variable aleatoria discre-
ta, una definicién de una variable aleatoria continua (sélo que
aqui la adicién se reemplaza por la integracién).

DEFINICION. Lldmase esperanza matemdtica de una variable alea-
toria continua X, a un niimero

+oa
M (X)= S zq (x)dz (1)

(por supuesio, esta definicibn tiene sentido solamente para tales varia-
bles aleatorias X para las cuales la integral (1) es convergente).

Para la varianza de una variable aleatoria X conservamos la
definicién precedente

D(X) =M {{X— M (X)}*).
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De la férmula (1) se deduce
i
D(X)= 5 {z— M (X))2y (z) dx (2)

(en la hipétesis, claro estd, la integral (2) es convergente). Se puede
utilizar también Ja Férmula

g +zo ;
D (X) =M (X3 —IM ()= | 2%¢ @dr—[ | zo@ az]*. @

Se puede demostrar que las propiedades principales de la esperan-
za matematica y de la varianza de variables aleatorias discretas
también se conservan para las variables aleatorias continuas.

Supongames ahora que la variable aleatoria continua X toma
todos los valores posibles que completan el intervalo cerrado la, b).
En este caso ¢ (z) = 0 para —oco <Cz < a y para b<lz<C o0y,
por consiguiente,

4o 3 &
M{X)= \ re(z)de= j z@(z) dz+ 5 zp (2} de +
-0 o a

+o0 4 &

& s 2 (2) dz=0+ | :cq;(x)d.r—{-O::S ¢ (2) dz.

b a a

Del modo analogo
b b

D(X):S [z —M (X) ¢ (2) dz, donde { ¢ (2)dz=1.

a o

§ 21, Distribucién uniforme

Una variable aleatoria continna X, todos los valores posibles
de la cual llenan un intervalo cerrade {a, b), se llama uniformemen-
te distribuida si su densidad de probabilidad ¢ (z) es constante sobre
este intervalo.

En otras palabras, todos los valores posibles de una variable
uniformemente distribuida son equiprobables.

Sea, por ejemplo, X € [a, bl. Puesto que en este caso ¢ (z) =
— const para z € la, bl y @ (x) = 0 para z § la, b], entonces

b b
{o@d=0( [dz=t—ae@=1;
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de donde

g (z)= bia para asCa<_b.

Sea [a, Bl€[a, b] (fig. 272), En este caso

B
p=PEe<X<h)—{ p@ds=0=2,
o
es decir,

P== (1)

donde L es la Jongitud (medida lineal) de tode el intervalo [a, bl
v I es la longitud del intervalo parcial [c, B).

Los valores de una variable aleatoria X, es decir, los puntos z
del intervalo cerrado [a, b] pueden ser considerades como todos

%‘
ul

Fig. 272

los resuliados elementales posibles de un cierto ensayo. Sea que
un suceso A consiste en que el resultado del ensayo pertenezea al
intervalo e, Bl — [a, b]. En este caso los puntos del intervalo
[z Bl son resultados elemontales favorables del suceso 4.

Segin la férmula (1) tenemos una definicién geométrica de Ia
probabilidad: la probabilidad de un suceso A es la relacion entre la
medida 1 del conjunto de resultados elementales javorables del suceso
A, respecto a la medida I, del conjunio de todos los resultados elementa-
les posibles con la hipdtesis de que todos estos resultados tienen la misma
posibilidad de ocurrir

P (A)_—._%gi.

Esta definiciéon pasa naturalmente la definicién clasica de la
probabilidad al caso de un nimero infinito de resultados elemen-
tales.

Una definicién andloga puede ser también introducida cuando
los resultados elementales de un ensayo represontan puntos en el
plano o en el espacio.

BIEMPLO. 1. Durante una hora0 << ¢ < 1 (¢ es medida de tiempo en horas)
un solo autobis ltega a la parada. iCudl es la probabilidad de que un pasajero
que ha llegado a esta parada en el instante de tiempo ¢ = 0 deba esperar el auto-
his no mas de 10 minutos?

FE=0102
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Aqui el conjunto de todos los reaullados elementales forma un intervalo
cerrado [0, 4] euya longitud temporal £ = 1 y ¢l conjunto de resullados [avo-
rables forma un intervalo cerrado |0, 1/6] cuya longitud

temporal I = ‘—11- .

Por eso la probabilidad buscada es
i 1

i et
Ejemplo 2. Sea ua cuadrado K de lade a que tiene
inscripto un circulo S ((ig. 273). Un punto material M
se lanza Eor casualidad en este cuadrado. Cual es la
probabilidad de que este punto dé en este circulo S?
Aqui ol drea del cuadrado es K = a* y el drea del circulo S =a (2/2)* =

n
e d’.
E= natural tomar por la probabilidad buscada la relacién
h) n

— 2 1). T80

'":K:"ﬁ

Es evidente que esta probabilidad y, por consigniente, el mimero n pueden ser
determinados experimentalmente.

& 22, La distribueién normal

La distribucién de probabilidades de una variable aleatoria X
se llama normal, si su densidad de la probabilidad se subordina a
la ley de Gauss 9) _9"

@ () == ge= bz}, (§4] A,

donde a, b y z, son constantes tales
que a=>0 y b= 0. En este caso
la grafica de la densidad de la pro- .
babilidad es la curva de Gauss de- { Fmoz
centrada (fig. 274) simétrica res- ¢ AF
pecto a la recta r = x,, con orde- Fig. 274
nada méxima Ymax = a.

Para comodidad de los cdleulos, centremos esta curva introdu-
ciendo nuevas coordenadas § =z — r, ¥ = ¥. En este caso, la
ley de Gauss toma la forma

®(8) = ae-t¥ (2)

y representara la Tey de distribucidn diferencial de la variable aleato-
ria X = X — Ty

Las constantes a y & de la férmula (2) no son arbitrarias

porque la densidad de probabilidad ;({:) debe satisfacer la con-

S
Fa
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Jdicién
hm +o0
{e@mdt=a{ a1 3)

Ffectuando ahora un cambio de variable

BEZ — 42, E-:_f_ dg;.f;{f:,

18" B
tendremos
+;» +1°° at f_
~hET ge -1 - d
\ e at \ S el i (4)
-0 -

(véase el § 4 del cap. XXIV). De agui en virtud de la f6rmula (3)

hallamos
a)/ Z=1, (5)
B
T l/;‘-. (8}

@ =) L Q)

es decir,

De este modo

Para la esperanza matewmadtica de la variable aleatoria tendremos

“+0 =2 — +oo
ME) = woa=) 1 | gewa=o

{(debido a que la funcién a integrar es impar). De aqui,
MX)=ME +2) =ME) +M@) =0 +z =2, @

De este modo, en el caso de la distribucién normal de una variable
aleatoria X, su esperanza matemélica x, coincide con el punto de
interseccién del eje de simetria de la grafica de la curva de Gauss
correspondiente y del eje Oz (centro de dispersién).

Para la dispersién de la variable aleatoria X obtonemos

D(X)=M X2 —| M (XY — M (X2 =

~Teiea=y/ T vewa o

She
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— g
Suponiendo que wu=% y dv=_Cetdi=d (-—-— '% )e inte-
grando por partes obtenemos teniendo en cuenta la férmula (4)

]

" _pEe e~ e bl P i { T
5 Ble-bi dE— —E. 5| .+ S ngzz_b]/,_b_

—oo ]

De este modo de la férmula (9) deducimos

% P ¥V 1 .
D(X)= g'm=ﬁ,
¥ por consiguiente
D(X)=DX+a)=D(X)+ D(z)= 5y +0=.  (10)

De aqui, para la desviacién cuadritica media de la variable X
obtendremos

o(X)= VD (X)=— v 5 -

Al introducir la designacién o =0 (X), tendremos

3
b=y 2=} 2~
“’“ 01/211

Introduciendo estos valores enla férmula (1) obtendremos la forma
estandar de la ley de distribucién normal de la variable aleatoria X
en la forma diferencial:

_lx—x,)®

2ot a fﬂi)

¢ ()= 0'/1_

donde z, = M (X) y ¢ = VD (X).

De este modo, la ley de distribucién normal depende solamente
de dos pardmetros: de la esperanza matemética y de la desviacion
cuadritica media,

La ley de distribucién normal de una variable aleatoria en la
forma integral es siguiente

t‘z- x.,“

g e 2ot (12)

2n

Las férmulas (11) y (12) pueden ser simplificadas, si se introduce
la desviaciébn normalizada

P e . [ {
t=220 (13)
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en este caso

i 1
e 2 E-g;'%{‘)

P} == T
(véase el § 12). Suponiendo que en la integral (12) T= ‘;cr"'a "

dt= —d{?’- , obtendremos

X=—0y
g =
‘Tl(z]=—£-H— Q e Tdr =
- ,’_Ee‘l';d-r-} i §e'§:d1=_1-+cb ®
LEZIEN Vin ) Z 035

donde ¢ se determina mediante la férmula (13) ¥ @, (t) es la inte-
gral de la probabilidad estédndar (véase el § 13),

De aqui obtenemos que para una variable aleatoria X que se
somete a la ley de distribucién normal, la probabilidad de que ella
se encuentre en el intervalo {a, bl es

Placr<i= 0100 = [ 440, (52)]
_[%-f-fho (“—'%)]: t])o(b—arn)_mo(a-;n). (14)

(1]

En particular, la probabilidad de que la desviacién de la va-
riable X de su csperanza matemética x, sea. en valor absoluto,
inferior a a es ignal a

P(1X —xg| <) =P (2~ << X << 2+ ) = 20, (-f-;-)

Tomando o = 30 obtendremos
P (|z— x4l << 30) = 20, (3) =0,9973,

es decir, semejante desviacion es casi eierta (regla de las tres sigmas).
La ley de distribucién normal encuentra numerosas aplicaciones
en teoria de erroves, teorfa del tiro, en fisica, ete.

EJERCICIOS

1. Sean 4 un suceso aleatorio ¥ C un suceso cierto, }Qué so debe entender
por los sucesos: A -+ A, A4, A + €, AC?

Un dado se lanza una sola vez. ¢Cuiles son las probabilidades de los
sucesos siguientes: 4, el dado da el 1; B, el dado da un niimero impar; €, el dado
da no menos de 3?7

3. Una urna contiene 2 bolas blancas y 8 bolas negras. ;Cuéntas bolas blan-
cas hace [alta agregar a la urna gara que la probabilidad do sacar de ella una
bola hlanca sea no menor de (1,499
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4. e sacan al azar 4 holas de una urna que contiene 5 bolas blancas y 3 bo-
las negras. ;Cudles son las probabilidades de ques a) el numero de holas blancas
sacaday sea 1gual al de bolas negras; b) el nimero de bolas blancas sea mas gran-
de que ¢l de bolas negras?

5. Un estudiante ha estudiado 24 billetes de examen sobre un total de 30.
¢Cudl es la probabilidad {en %) que é] responda con éxito en el examen: a) sa-
cando un solo billete; b) sacando dos billetes, sueesivamente (8l billete sacado
no s¢ devuelve)?

6. Tres tiradores disparan simultaneamente contra un blanco. La probabi-
lidad de dar en el blanco s de 0,9 para el primer tirador, de 0,8 para ¢l segundo
y 0,0 para el tercero. CuAl es la probabilidad de qgue: a) el blanco sea batido al
menos por un tivador; b} el blanco sea batide al menos por dos tiradores;
¢) ninguno de los tres tivadores dé en el blanco?

1. Demostrar que si los sucesos A v B son independientes, las eventualida-
des A y B son también independientes.

8. Lu proballidad de dar en el blanco con un solo liro es p = % Hallar
la distribucion de las probabilidades del nimero de impactos m para el nimero
total de tires n = SP

9. La probabilidad de dar en el blance con un solo tiro es p = 0,2. ¢Con
qué niimero de tiros el blanco serd batido por lo menos una vez con la probabi-
lidad de ©,999?

10. Efcctuando numorosas medidas del valor de una cierta magnitud se
han obtenido los resultados siguientes (que contenian errores aleatoriosi: z; ==
= 1,2 {dos veces}, z, = 1,3 (cineo veces); r; = 1,4 (ires veces). Suponiendo que
estas medidas han sido efectuadas con la misma precision, caloular la esperanza
matemitica (valor medio} y la varianzn del resultado de la medida. ;Cuél es
el error cundritico medio del resultado de la medida?

11. Las variables aleatorias discretas X e Y son independientes. Nemostrar

gue las variables X = X + C e Y (€ es una constante) son también indepen-
ientes,
12. Todos los valores de la variable aleatoria X pertenecen al intervalo

(0, 2), la densidad de la probabilided es ¢ (z) = % paa 0 <z <1 y g {x) =

= %— para 1 << r < 2, Hallar la funcion de distribucion @ (z), la vaperanza

matemdtica M (X) y la varianza D (X).

13. Una \ranab{a aleatoria X estd uniformemento distribuida en un inter-
valo centrade |—!, I]. Hallar la densidad de probabilidad ¢ (z), la esperanza
matematica M (X), la varianza D (X) y el estandar o (X},

14, Mostrar que la curva de Gauss

- L - g X dat
oVin
tiene puntos de inflexidn en z = 0. )

15. Durante un tiro experimental se descubrié que la desviacion A del
punto de impacto respecto al blanco ha resultado de acuerdo con la ley normal
con una esperanza matemitica M = 0 y varianza D = 4 m. (Cuil es la pro-
babilidad de que | A | < 1 m? .

16. Durante el empaquetamiento de ciertos productos se considera que un
paquete es estandar, si la desivacion entre su masa y la masa dada de 1 kg no
supera los 20 g (en ambos sentidos). Se ha probado qua con un trabajo cuidado-
80, ol error de la masa obedece a la ley normal con esperanza matemdtica M = 0
v desviacién cuadrética media ¢ = 10 g. Un lote de 10 000 paquetes de este
froductc contiene 9000 paquetes estdndares. (Corresponde esta proporeidn a la
ey normal dada?



Capitulo XXV1I

Nocién sobre la programacién lineal

§ 1. Espacio vectorial de n dimensiones

Como hemos visto en el capitulo XVIII, en el espacio tridimensional cada
vector £ puede ser dado por tres coordenadas: £ = {x,, x4, 2,}. Generalizando
esta propiedad llegamos a la nocién de vector de n dimensiones.

DEFINICION. Un sistema ordenado de n nimeros & = {z,, x4,
Illama punto de n dimensiones o vector de n dimensiones.

Los nimeros =y, x5, . . ., 7, % llaman coordenadas del punto (del vector) x;
supondremos que ellos son reales. Un vector de coordenadas nulast = (0,0, ...
<« «y 0} 38 lama tecior nulo. En la representacién geomdétrica el veclor x pue-
de considerarse como un radin vector Rel punto correspondionte.

Por analogia con los vectores tridimensionales se definen las operaciones
fundamentales para los vectores de n dimensiones ¥ = {r,, x4y, .., 25} ©
¥ = {1, ¥2 .+ ¥al} .

. Tgualdad de vectores, Dos vectores son iguales si, y sdlo si, sus coordena-
das correspondientes son las mismas, es decir, si

=gy (i=1,2, ..., n.

R N

17. Suma de vectores. Por definicién, se suponen que
xr+y = {ri + ¥ 22+ 020 -+ -y 25 +ﬂ'n}'

En particular, para un veclor & = {x,, 23, ..., 75} ¥ 5¢ opueslo —x =

= {—rxr), —y, - . ., —&£,} lenemos

x4 (—x) =0,
donde 0 es el vector nulo.
IIL. Diferencia de vectores:

T =y = {xy — ¥ Ta— Yar -+ -y Tn — Ynh
Es justa la relacion
T —y==x+(—py.
IV. Multiplicacién per un escalar. Si k es un escalar,
kx = {kz, + kxg, - .., kx,).
V  Producto escalar.

n
(x, Pl=x-y=7) ny
=i
El valor absoluto (norma) de un vector x es el namero

1
T —
r=|x| =V {Zz)={D) zﬁ} 2 =0
i=1
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La distancia entre los puntos x e ¥ se determina por la formula

1
n —
plx, y)= Ir—91=[2 (€7 "--m)’] 2y
=1
En particular | r | es la distancia del punto z al origen de coordenadas Q.
Supeoniendo gue
(@, y) = zycos g

ohtenemos ¢l angulo formado por dos vectores

2 (z. y)
= 4arccos T +

En porticulur, 51 z.y = 0, ¢ = -‘l;—(vccl.ores ortogonales).

Las opersciones 1 — V presentan las propiedades habituales (véase al
cap. XVIII),

En particular, si

.
o= 2 epark
k=4

es una combinacion lineal de los vectores z1, . . ., ™ (los indices de vectores
se ponen por arriba) ¥ ¢, €z, . . .y 6, son escalares, entonces

" m
()_7, cpak, y)= > enlzh, y).

k=1 E e |

El conjunto de lodos los vectores (puntos) de n dimensiones para los cuales
estian dofinidas las operaciones 1 — V se llama espacio euclidiano de n dimensio-

nes E™,

DEFINICION.  [as vectores xt, 22, . . ., @™ del espacio E™ se llaman linealmente
dependientes, st existen los escalares ¢y, cg, - . ., €. 1o todos iguales a rero
el +leg |+ ... Fleml =0 y tales que

™
2 cp;.‘-!fk:o.
h=]

En el caso particular en que m = 2, estos vectores se llaman colineales y
cunndo m = 3 se denominan coplanares (compare con los§§ 5y 6del cap. X VIII),
En el caso contrario estos vectores se llaman linealmente independientes,

Se puede demostrar gue en el espacio £ no puedon haber mas de n de vee-
tores linoalmente independientes. De este modo, la dimensién dim £7 del
espacio vectorial E" puede ser definida como cl nimero méximo de vectores
linealmente independientes que contiene este acio.

Sean x € £™ y 2!, 2%, . .., " vectores linealmente independientes de En,
Como los vectores x, &', x%, ..., ™ son linealmente dependientes, entonces

n
cx = 2 epxh =0,
h=1

donde, evidentemente, ¢ 5= 0.
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Entonces resulta que

z= Zﬂ‘l Bzt (= 2) .
h={

De este modo cada vector x € E™ puede ser descompucsto {de un solo modo)
er los vectores !, x?, ..., ™ En otras palabras, estos vectores forman la
base del espacio £n. Los nimeros &, (k = 1, 2, . .., a) se Uaman coordenadas
del vector & en la base dada 1, &2, . . ., &™ En particular, las coordenadas de
un veclor dado & = {x,, z5, . .., ¥,} 800 sus coordenadas en la base de veecto-
res unitarios

er={1,0,0, ..., 0}, e'=(0, 1,0, ..., 0 ..,

ey @R {0, 0, 0, .., 1),

§ 2. Conjuntos en un espacio de n dimensiones

Un conjunto de puntos & = {x;, 23, . .., &,} de un espacio de n dimensio-
nes £™ ge llama corjunto de este espacio.
El conjunto de puntos x tales que
0<p(x xg) <

lo llamaremos entorno U, del punto x, (0 més exactamente, e-entorno}). El
punto z, no pertenece a su entorno, es decir, el entorno estd punteado.

Un conjunto & se llama conjunto akierto, 8i cada puntox € G de este con-
junto le pertenece junto con uma cierta parte de su entorno.

Un conjunto F se llama conjunto terracdo, si éste es un complemento de un

conjunto abierto G, es decir, F = E™ G.

Sea Ec E". Un punto § no necesariamente perteneciento a E se llama
punto de frontera para el conjunto E, si £ no es interior ni para el conjunto E,
ni para su complemento EC= En~ E.El conjunto de todos log puntos de fron-
tera del conjunto E se llama frontera de E y se connota ' (E) = I'. Esevidente
que T (ES) =T (E).

DEFINICIGN 1. El conjunto de puntesx = {x,, xy, . - -, 2} € E™ cuyas coor-
denadas satisfacen la ecuacién lineal

@@ + g2y + ... F apxy = b (1)

&g, « « +y Qpe b son constantes),” donde los coeficientes a;, 4y, . « ., ay no son

(@,
loflos iguales a cero, se llama hiperplano del espacie E".
En el caso de un espacio tridimensional este conjunto representa un plano

habitual.
Introduciendo el vector normal (director) del hiperplano (1)

a = {ay, ¢z, - .., 4,5}
se puede escribir la ecuacién de éste en la forma
a-x=b. )
%1 hiperplano (2) divide el espacio E" en dos semiespacios cerrados:
a-z=b(E), a- -x=b(EY).
1} De una manera tradicional admitimos aqui que los puntos del hiperpla-

no & -x= b pertenecen a los dos semicspacios E~ y E*. Este hiperplano consti-
tuye la frontera comtn de los mismeos.
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~ 8i el término independiente b = 0, los semiespacios K- y E* pueden ser
distinguidos del modo siguiente: 1) si b = 0, £- contieno el origen.de las coor-
denadas 0, mientras que £* no lo contiene; 2) si b < 0, viceversa.
EJEMPLO. La recta x, 4- z, = 1 divide el plana Oz,z, en dos semiplanos
Tyt z <ty ot o2y =1 (lig. 275).
pEFINICION 2| El conjunto de puntos

=z + Py —x), 6]

donde O < B < 1 (fig. 276) se Hama segmento [z, y) con extremos x e y.
La férmula (3) puede ser escrita en forma simétrica

z=ax -+ fiy, (3’)

donde o == 0, f = 0, a+f=1 Parna=0,f=1ya=1, B =0 se ob-
tienen los extremos del segmento; para 0 <t < 1, 0 < B < 1 se obtienen los
puntos interiores de éste. Notemos que el punto z puede ser considerado como
un segmento [2, x] cuyos extremos coinciden.

Ty Ty =l i
Fig. 275 Fig. 276

Esta definicién generaliza la nocién de segmento para espacios bidimen-
sional y tridimensional.

DEFINICION 3. Un conjunto A E™ se llama conrvezo, si para cualquier par
de puntosx € A ey € A, el segmento [, ¥] que los une perienece también el con-
Junto A: [z, gl A.

Como ejemplos de conjuntos convexos se pueden citar el punto, el se
mento, el circulo, la esfera, todo el espacio E®, otc. Se consideran condicional-
mente que el conjunto vacio &F es convexo.

L + Todo semiespacio de E™ es un conjunto convero.

y Efectivamente, supongamos que la frontera del semiespacio E es el bi per-
plano

a-x = b, %

¥ ol mismo semiespacio se define por la desigualdad
a-x b (5)
 Examinemos dos puntos arbitrarios ¥ e z pertenecientes al conjunto F, es
decirs a-y <b, a-z<<b ®)

yeeat=ay+ fz(z =0, B> 0, @ + B = 1) un punto cualquiera del seg-
mento [y, lf{
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Utilizando las propiedades del producto escalar en virtud de las desigual-
dades (6) tenemos

at=aloy+ Pz =aley+ples<abdbt+pdb=(@+pb=2>~

es deeir,
et < b. @)

De este modo, ¢t € £ y, por consiguiente, el semiespacio £ es convexo.

TEOREMA. La interseccion de cualquier nimero de conjunios convezos es un
conjunto convero.

Deomostraremos este teorema para el Z
caso de dos conjuntos convexos: para un
nimero cualgquiera finito o infinito de
conjuntos convexos los razonamientos son
analogos.

Sean A ¥ B dos conjuntos convexos
y ¢ = A | B la interseccién de log mismos,

5i € es vacio, por definicién es con-
vexo. Supongamos que  no ¢s vacio. Sean
x ¢ y dos puntos cualesquiera pertenecientes
a C (es posible que ellos coincidan). Dela
definicion de interseccion resulta que
z,y €A, asi como x, y ¢ B. Examinemos
el segmento [, y|. Puesto que los conjuntos
A y B son convexos, [z, ylcd y

[z, y] = By, por consiguiente, [z, y] = C. Fig. 277
De este modo, el conjunto € también es
convexo.

GOROLARIO. La intersecctdn de cualquier niimero de semiespacios es un con~
junte convexo (guedr ser vacio).
OUBSERVACION. Examinemos un sistema de desigualdades lincales

and, - G, L. T, < b (1=1,2, ..., n). (8)

Cualquier coleccién de némeros z;, x4, . .., #, que 2atisface todas las
desigualdades (8) se Jlama solucién de este sistema de desigualdades. Los name-
TOS Iy, Xgy « ~ y T gue satisincen una de las desigualdades del sistema (8) 1le-
nan un semiespacio del espacio E™. Las soluciones pertenecen a la interseccién
de todos estos semiespacios. Del teorema se deduce que el conjunto de solucio-
nes del sistema (8) representa un poliedro convexo. A titulo de ejemplos do
poliedros convexos en el espacio tridimensional se pueden citar: la pirdmide,
el paralelepipedo, el prisma, la ca?a limitada por dos planos paralelos, ete.

EJEMPLO. a) Las soluciones del sistema de desigualdades

Il;;ui z?;uu fl'l'zléi

llenan en el espacio F* un tridngulo de vértices O (0, 0), 4 (1, 0), B (0, 1)
fig. 277);
¢ b) el conjunto de soluciones del sistema

720, 5+ z=1

en el espacio E? es un dngulo cuyo vértice es el punto B (0, 1) y los lados son la
semirrecta BA y el semieje Bxg (fig. 277).

DEFINICION. I/n punto de un conjunto convero que no es interior a algin seg-
mento no nulo perteneciente enteramente a este conjunto se llama punto extremo
del canjunto.

Por ejemplo, los puntos extremos de un segmento son sus extremos; de un
tridngulo, sus vértices, ete,
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Intuitivamento esta claro que un poliedro convexo, es decir, Ia intersecc1on
de un nfimero finito de semiespacios, posee un nlimero {inito de puntos limites
que son sus vértices,

§ 3. El problema de la programacién lineal

En los dltimoes tiempos los métodes matemiéticos son ampliamente ulili-
zados para la solucion de problemas tales, como la planificacién de la economia
nacional, la organizacién CF e la gestion industrial, la planilicacién de operaciones
militares, etc. Desde el punto de vista gemeral los problemas de gestion y de
planificacién se reducen habitualmente a la eleccidn de un cierto sistema de pa-
Tdmetros numéricos o de una funcién (cararleristicn del plan) que permiten aten-
der mis eficazmente el objetivo propuesto (plan 6ptimo) teniendo en cuenta los
recursos disponibles, Para poder evaluar Ja eficacia de un plan se introduce
la asi llamada funcional o funcién de utilidad (es decir, el indice de calidad
del plan) expresada por las caracteristicas del plan ¥ que toma un valor minj-
mo o méximo (valor extremo) para el plano dptimo.

Para un gran niimero de problemas que presentan un interés practico la
funcion de ut%lidad es expresada linealmente por las caracteristicas del plan,
los valores admisibles de los parAmetros cumplen también igualdades o desigual-
dades lincales. En estas condiciones, el hallazge del extremo absoluto de la
funcion de utilidad se llama programacidon lineal (un término més apropiado
seria «planilicacién lineal»).

Mateméticamente el problema de la programacién lineal se enuncia slel
modao siguiente: es neccsano hallar el extremo absoluto (el valor minime o mé-
ximo segin el sentido del problema) de una funcién lineal

S=entearst oo Fpgrld g+ ... ek 0) )
{funcional) a condicién de que las variables z,, z,, ..., , estin sometidas a
restricciones en forma de igualdades o desigualdades lineales:

ay=l, om0, ., 2 (kz=n) i2)
¥
n
2 eEys by (i=1, 2, ciqym) 3)
Je=1

DEFINICION 1. Llimase dominio de valores admisibles del probleme de
programacién lineal (0 mds brevemente, dominio admisible) al conjunto Q de
todos (!:::s valores posibles de ry, x4, . . ., 7, que salisfacen todas les desigualdades
2) y (3).

L El dominio admisible € es el dominio de definicidn de la funcién 5.

En virtud del teorema del parraio precedente se deduce que el dominio
admisible del problema de programacisn lineal es un poliedro convezo (que puede
rap:ﬁe?tnr un conjunte vacio, si el sistema de desigualdades (1), (3) es incom-

atible),
B DEFINICION 2. EI conjunto de valores xy, Tg,. . ., on contenidos en el dominio
Q para los cuales la funclén de utilidad (1) {oma su valor minimo o mdxrimo segidn
el sentido del problema se llamu solucidn del problema de programacién lineal
{o plan éptimo). El problema de programacion lineal se llama resoluble, si eziste
por lo menos una solucidn del mismo,

Tebricamente tres cazos son posibles; A) Las condiciones (2), (3) son con-
tradictorias y, por congiguiente, el dominic admisible € es vacio. El proble-

1) La desigualdad de sentido opuesto z, << 0 se reduce a designaldades del
tipo (2), si se introduce una nueva coordenada xp = —z;, (1 << p < k).
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ma (1), {2), (3) no admite solucién alguna. B) El dominio Q es ilimitado; el
problema (1), (2}, (3) puede tener solucién ¢ puede no tenerla. C) El sistema de
condiciones (2), {(3) es compatible y el dominio admisible 2 estd acotado. En
virtud del teorema do Weierstrass (§ 11 del cap. XX) el problema de progra-
macién lineal (1), (2), (3) es resoluble. ¥En adelante nos limitamos a estudiar
golamente el caso C).

Segin )a teoria general (véanse los §§ 10, 11 del cap. XX}, la funcién de
utilidad (1) aleanza su extremo absoluto en un punto critico o en la frontera
I" del dominio admisible Q. Como sus derivadas parciales

a5
—*—-—-dz‘ =0 ("#’{,‘ I |
no se anulan simultineamente en ninguna parte del dominio 2, la funcién de
utilidad S aleanza su extremo absoluto en la frontera I' del dominio admisible
Q. Este vesultado puede ser precisado.

'TEOREMA. ['na funcidn de utilidad lineal puede adquirir su extremo absoluto
estricto en los puntos extremos del dominle admisible.

DEMOSTRACION, Efectivamente sca

& (&) =E cirp=cC-x
i=]

una funcién de utilidad, ¢ = {ry, €3y -« = €}y & = {2y, Ta, . « ., Tp} ¥ 2 S04
su dominio admisible. Supongamos, por ejemplo, que S (§) = M, donde § =
= {E3, Egs « - -1 En} € 2, es un méximo estricto de la funcién de utilidad § (@)

v £ es un punto no final del dominio convexo 2. En este caso existe un seg-
mentio no nulo {y, 21 — € para el cual el punto £ es interior, es decir,

E = ay + Pz, (4)

donde 0 wa<1,0<PB<1i, a-+f=1, yesevidenteque Ezy y§ =z
Puesto que § (E) = M es un méximo estricto de la funcién 3 (x), eligiendo un
segmento |y, 2| suficientemente pequefio lo que se puede evidentemente, lograr,
tendremos

Sip<< M, S(z)<< M. 9]

De la igualdad (4) teniendo en cuenta que S (&) es una fuacién lineal homo-
génea obtenemos

S (&) =c-{oy + Pz} = a(c-y) + P (crz) =
== al (g) + BS (2) < aM + (M) = M.

Esto nos conduce a una contradiceién. El teorema estd demostradae.

OBSERVACION. En el caso general se puede demostrar que el extremo absolu-
1o de la funcién lineal de utilidad § (x), si él existe, sc realiza siempre en los
puntos exiremos del dominio admisible convexo €, es decir, en los vértices del
gmliedm Q (es posible, claro estd, que el extremo absoluto de la funcién de uti-

idad se aleanee también en otrog puntos; por ejemplo, la Tuncion § (x) puede
tener <0 mayor valor en todos los puntos de una cara del poliedro Q, ete.).

De este modo, Ia resolucion del problema de la programacidn lineal se re-
duce a la bisgqueda de un nimern finilo de valores de ﬁla funcitn do utilidad y la
comparacion entre ellos,

FJEMPLO. Hallar los valores menor y mayor de la funcidn

S = =z, + 2=z,
en ¢l dominio £2: O < ry =< 20, z, + 2z, == 20, z, — r, <. —30.
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El domypio © es un enadrildtero de vértices 4 (20, (), B (20, 50y, € (D, 30),
D (0, 10) (lig. 278). Tenemos

Sid) =20, §(H)— 120,
S{C) =180, § D)=

Por consiguiente, ol menor valor de la funcion $ en el dominio € es igual a
m = 20 (en los vértices 4 y D) y el mayor valor es M = 120 (en el virtice H).

Este resultado se vuelve geomélricamente claro, si se trazan las lineas de
nivel de la funcidn §, es decir, las rectas z, + 2, = const.

Sin embargo, esta solucién tan sencilla del problema es posible solamente
en los casos mas simples. El amétodo de seleccioos utilizade agui incluso en el

caso enando el mimero n de vanables y el numero

gizgs) ™ de desigualdades son relativamente pequefios

4 conduce a calculos considerables y exige recurric

a computadoras rapidas. Por eso fueron creados

métodos que permiten simplificar el examen de

£/8.30) vértices del dominio admisible (métedo simplex,

método del patencial, ete.); estos mnétodos se
describen en las obras especiales.

Indicaremos para concluir este parrafo dos
2/819) problemas concretos que se resuelven por el meto-
do de la programacion lineal

1. Organizacion del abastecimiento. Sea un
centro consumidor gque efectia su abastecimiento

Aegl) de un cierto producto homogéneo (por ejemplo,
de patatas) a partir de n puntos.
Fig. 278 Designemos por 7, la cantidad de producto (en
g P i

toneladas, por ejeraplo) que compra el centro en el

i-ésimo punto y por ¢, el precio de la unidad de
producto {incluyendo el pago del transporte) en este punto, { =1, 2, . |, n.
Las constantes ¢; son diferentes porque el producto s mas barato en un punto
¥ mis caro en otro. Ademds, los puntos se sitdan a dilerentes distancias del
centro y, por consiguiente, los gastos de transporte son también distintos, En
este case, para un plan dado de compras los gastos del centro se expresan por

n
SEE T, (6

i=1

Si o designa la necesidad del centro en ei producto dado. debe ser realiza-~
da la condicién
n
2 n=a. g}
i=1

Adenids Ia cantidad del producto gue se elabora en el i-ésimo punto esta limi-
tada por un cierto valor &;. Es posible también que la capacidad de transporte
que puede ser utilizada para llevar el producto al centro estd limitada por el
valor b}, En este caso s natural imponerle a x, las restricciones:

0 <z < B (8)

donde B; = min (b, b)) (t =1, 2, ..., n).

Con un plan racional de compras del producto, los gastos del centro deben
ser mfinimos. De este modg, llegamos al problema de la programacién lweal:
hallar el valor minimo de la fumcién de gastos (6) con las condiciones de (7) v
(8). En este caso, el problema se resuelve ficilmente.
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[1. El problema del transporte. Sean A,, 44, ..., A, puntos de fabrica-
cion de un cierto producto homn%éueo, y que los centros consumidores del
mismo estén situados en puntos By, B;, ..., B,.

Supongamos que los gastos de transports de una unidad de producto del
punto A; al punto B; son iguales a ¢;; unidades monetarias y la cantidad de pro-
ductos (en toneladas, por ejemplo) transportadosde 4;a Bjes (i = 1,2, . . .

coomyi=1,2, ..., n). En un tal caso los gastos totales de transporte seran

§=3 3 eryxij 9

i=1 j=1

El volumen de produccidén en el punto A; estd limitado por un cierto valor
a(i=1,2, ..., m)que dr:]pende de la capacidad de produccién de la empresa.
u

Suponiendo que toda la produccion se envia a los puntos de consumo, tenemos
las condiciones

T
3 zy=ay =1, 2, ..., m). {10)
=

Ademds, la necesidad del producto para el punto Bj es dictada por los
intereses de ia produccién y constituye un valor determinado by (; = 1,2, . ..
.+« ). Por eso,

L3
B ory=b; (=12, ... m) (11)

=1

Es necesario organizar un plan de transporte tal, que los gastos de trans-
porte totales S sean minimos, asegurindose de que el producto fabricado en los
Funtoe Ay se consume enteramente (condicién (10)) y de que las necesidades de

0s puntos consumidores {condicién (11)) serda completamente satisfecha. Esto
es un problema tipico do la programacion lineal,

Se puede demostrar gque para que el problema del transporte tenga solu-
citn es nmecesario y suficiente el cumplimiento de las condiciones

m n
Z aj = 2 by, {12
=1

i=1

es decir, que el volumen total de produccién sea igual al volumen total del
cansumo.



Anexos

A. CONSTANTES IMPORTANTES

n = 3,14159, n-t = 0,318314
a* = 9,86060, n-? = 0,10432,
e = 2,71828, el = (,36788,
e? = 7,38906, e = 0,13534,

M = log e = 0,43429, M = In 10 = 2,30259.

B. LISTA DE FORMULAS

1. Geometria analitica en el plano
1. Traslacion paralela del sistema do coordenadas
;':z-—g‘ y'=y"_b-

donde O {a, &) es el nuevo 'orig:en de las coordenadas, (z, y), son las coorde-
nadas viejas de un punto, [z*, ¥’] son sus nuevas coordenadas.

2. Rotacién de un sistema de coordenadas (ol origen de coordenadas queda
fijo)

r=z cosa—y sena, y=z senc -+ y cosa,

donde (z, ¥) son las coordenadas viejas de un punto, [z, ¥*] son sus nuevas coor-

denadas, o es el dingulo de giro,
3, Distancia entre dos puntes (xy, y;) ¥ (22, ya):

d= }f [53—3:)3"}’ {4y — m)?.

4. Coordenadas del punto que divide un segmento de extremos (ry. y)
¥ (%3, ya) en una relacién doda It

_— zy -1y _ il

147 * ¥ 111
Para ! = 1 tenemos las coordenadas del centro del segmento.

s T1+Ty o WitV
i = TR
5. Area de un tridngulo de vértices (x,, yy.) (2y. ¥a)s (¥g Yskt
1
§ = tllzg — 71) s — y1) — (&g — 7) (12 — w)l-

6. Ecuacién de una recta con coeficiente angular
y = kz -+ b,
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donde & = tg ¢ (coeficiente angular} es la pendiente de la recta respecto al gje
Oz, y b eala rnagl}itud del segmento cortade por la recta sobre el eje Oy.
7. tgb= —f_*_—_"'} es la tangente del Angulo de dos rectas con coeficientes

angulares k y k°. Condicién de paralelismo de dos rectas: k' = k; condicién de
perpendicularidad de dos rectas; k' = ——
8. Ecuacién de una recta gue pasa por un punto dado (xy, 1)
y—un=k@E—=),
donde k es el coeficiente angular de la recta.
9. Ecuacién de una recta que pasa por dos punfos (z1, y1} ¥ (Zq ¥g)

Pttt PR oy
Ty~ T1 Yo—U1

10. Ecuacién de una recta que corta los segmentos ¢ ¥ b sobre los efes de
las coordenadas:

P Sea T i

4Lt
11. Ecuacién general de la recta

Az 4+ By + € =0 (A 4 B £ Q).
12. Distancia de un punto (z, ¥,) a la recta Ax < By + € =
S | Azy+ By, +4-C|
=
VAL
13. Ecuacién de la circunferencia con cenlro (g, yo) ¥ radio A:
(& — x5o)* + {y — yo)* = R

14. Ecuaeifn candnice de la elipse de semiejes a y b:

x: yl
=1 6

Los focos de la elipse son F (¢, 0) y F' (—e, 0), donde ¢ = a* — D2
15. Radios focales dol punto (z, y) de la elipse (1):

re=g—ex; r =g+ ez,
donde e = -5—— << 1 e8 la excentricidad de la elipse.
16. Ecuaciones candnicas de la hipérbols de semiejes a y b:
2t gp
?—‘b—e=‘l. )
Los focos de la hipérbola son F (¢, B} y F’ |i—c. 0), donde ¢2 = a? + %
17. Radios facales del punto (z, y) de la hipérbola (2):
r = t(ex—a), r" = +(ex -+ a),

donde & = % = 1 es la excentricidad de la hipérbola.

37—0102
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18. Asintotas de la r‘llp!rbold (J)
= —r

10. Grdjica de una proporcionatided inversa
=rc¢ {c==0
es una hipérbola equilitera con asintotas z = 0 & y = 0.
20. Fcuacidn canénica de una pardbole de parametro p:
y: = Z2pix.

El foco de la parabola es F(%, ay )‘, la eruacidn de la directrizes x = -——; i el radio

jocal de un punto (z, y) de la pardbola es r = = %

21. Grdfica de un trinomio de segundo grado
y=Axt+4BetC

; siecany B —
es una pardbola vertical de vértice O (—%. -—-—é;—-&) .
92, Coordenadas polares de un punto de coordenadas reclangulares r o i

p=VPFy, o= L.

¢'oordenadas rectangulares de un punto de coordenadas polares p y ¢:
r= peosp, y= 5N

23. Frugciones paramétricas de una circunferencia de radio R y de centro
en el origen de las coordenadas:

r= Rcost, y=flsent

(¢ es ol pardmetro).
24. Ecuaciones paramétricas de una elipse de semicjes a y b:

r=agcost, y= bsent

25. Eeuaciones paraméiricas de una cicleide
z=af(t—sent), y=al(l —cosih

1. Célculo diferencial de una funcién de una variable

{. Teoremas fundamentales sobre los limites:
1im [} (z)4g (z} —k (2)]}= Vim f (2)-+lim g () — 1im h (x).
X=a Xl x--0 K=wil
b) lim [ (2) g (x)]=Yim { {z)-lim g (=);
X=-a x-—a xX-+0
en particular,

lim [ef (2] =¢lim f ().
X~a X+

o lim [/ (2)/g ()= }im f @:1im g (=) (lim g (=) = O).
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2. Limites destacados
a) lim 30T 1;
x-0 x

3 tys o 1/a
b lim (l+~;—) == lim (1+a) “se=2,71828 ...

X—00
3. Relacién entre los logarilmes decimales y los logaritmos naturales:
log z = M In =,

donde M = log ¢ = 0,43420...
4. Incremento de ia funcién y = f (z) correspondiente al incremento Ax

del argumento z:
Ay = f(z+ Az) — f (2).
5. Condicion de continuidad de una funcién y = f (z):
lim Ay=0.
Ax-1)
Proptedad principal de una funcién continua:
lim f(z)=f{ lim x).
X=Xy Xer Xy
6. Derivada

Geométricamente y° = /° (z) s el coeficiente angular de la tangente a la curva
de la grafica de la funcién y = f (z) en el punto de ahscisa x.

Para las reglasde derivacién y la tabla de formulas de derivadas fundamen-
tales véase el § 13 deol cap. X
b]?. Teorema de Logrange sobre el incremento finito de una funcién deri-
vable;

flxe) — [ (x)) = (3 — x}) 1 (),
donde E € (z;, xg).

&. Una !unclon ¥ = [ (x) crece, si 1 (2) > 0§ decrece, si §* (.1:} < 0.

9, Regla de L'Hospital para las indeterminaciones de tipo W 6 —:
1im 242 lim 2 (2
x+a P(T)  zx=a P’ (-‘“} '

si el limite a la derecha existe,
10. Férmula de Taylor local

1@y==1 ()1 () @29+ oo 4 LD gyt [z 2,

donde 4 (z) existe en un cierto entorno completo del punto =,
. a) Candtcl&n necesaria de existencia del extremo de una {unctdn. f{z) en
un pum.o xg: 1" (xg) = 0 6 {° (2,) mo existe.
b) Condiciones suficientes de existencia del extremo de una funcién f (z) en
un pum‘a z,
137 (200, 0, 1' (24 — h) £ (g -+ hs) < O Dara todos los ky >0 y
hy >0 suficientemente pequenos [
1} flze) =0, [f(zo) 3=
2. a) La gréficn de una funcidn y = f(x) es ecbnecava hacia arriba, =i
§7(r) == 0 ¥ céncava hacia abajo, 8i f7 (z) <

37
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~ b) La condicién necesaria de existencta de un punto de inflexién de la gri-
fica de la [uncién y = f () on = = x4 f" (zy) = 0 6 f" () no existe.
Condicidn suficiente para que exista un punto de inflexion en x = z,:

M (m) =0, [ (g — M) 1" (zy + ha) <O

para todos los by = 0 y 2y > 0 suficientemente pequeiios.

13. Si una funeioén’f (z) es continua en un segmento (e, Bl ¥ f (2} f (B) < 0,
entonces la raiz & de la ecuaci6n f (z) = 0 puede ser aproximadamente calcu-
lada por las férmulas;

- £z}
) §1—a—-—ﬁ——-——~” Y—1(®) B—a)

(métedo de las cuerdas);

, donde ' (@) == 0, f (%) [ (=) =>4

1 7 ()
b =g — -
) E=a— S
(método de las tangentes).
14, Diferencial de una variable independiente x: dr = Ax. Diferencial de
una funcién y = f(z): dy = y’ dz. Relacidn entre el incremento Ay de una
funcién y la diferencial dy de la funcién:

Ay = dy -+ atir,

donde o — () cuando Az — 0.

Para las propiedades fundamentales y las formulas de las diferenciales,
véase el § 7 del cap, XII

15, Incremento pequefio de una funcidn derivable:

fla+ Az — j (2 = { (x) Bz,
. Diferencial segunda de una funcién y = f (z), donde x es una variable

16
independiente (d*x = 0)
d?y = y" d2%
1II. Céleulo integral
t. 8i dy = f () dx, entonces
v={ 1@ a

(Iniegral indefinida).
2. Propiedades principales de la integral indefinida:

a) af 1@ az=r@a, [§ F@dz] =fan

b {are=r@te, o [4@a=a {r@as a0
3 {@+s@—r@la= {r@ ax+ | g @ dz—§ 0@ az.
Para la tabla de integrales indefinidas véase el § 3 del cap. XIIIL,

3. Métodos principales de integraclén:
a) Integracién por descomposicidn:

{r@a={nwat (ned
donde § (2)=1x (2)+ 1 (2).
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b) Integracidn por sustitucién: si 2= (t), entonces
{r@a= rome o a.
¢} Integracién por partes
\' uw dv=uv — S vdu.

4. Férmula de Newton-Leibniz: g1 f (z) es continua y si F'(z)=f(z),
entonces

b
K f(z)dz=F (b)—F (a).

5. La integral definida como el fimite de la suma integral:
I_J‘ n-1
\ 1@z 2 @) Az,

a

maxmx I-0

donde 7; € [21, Zn) ¥ Aym=ayey— 2y
6. Propiedades principales de la integral definida (las funciones exumina-
dus son cnntmuaa}

.2 a b a
a) jl(x] dz=\ f(yat; ) jurlafmn: o I)‘(x)cix=——-5 f(2) dz:
[ a a [ b

14 B ] b 1

d) S f() d'x—}—j f (=) d:ms F(2)dz o Sa;(x)ax_ 5 f(2) das
Bb c L3 E fl‘ Ea

) 5 i )+ (2) —h ()] dr= | 1(2) dz+5 g@dr— 4 az

1{t) dt= —f ().

0 {1wa=1@. L

B

7. Teorema del valor medio: si [ (z) es continua en [a, b}, enlonces
&
j f(zydr=(b—a) f(c),

donde a<e¢<b.
8. Fdrmula de integracién por partes en una integral definida:

b b
5 u(x) o' (2)dr=u(z)v{z) I :— 5 vix)u' {x)dx.
a a
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9. Fdrmula del cambio de variable en una integral definida:
b 1]

5 fix) dr= 5 il g’ (1) de,

3 -2

donde a=q (a2} ¥y b=g (i)
10. Férmula de los trapecios:

h
t 1
jyn‘x=-’a (Tyo+§'1+---+5'n—l+ T yn).
a
h—a

donde h =

t1. Férmula de Simpson
b

S &rd1=—;- [y {a) -4y ( atb ] -.H-‘ (b)],

[

, Fg—=ayen=b, y=Ff(@), y~={F(rnt+iki=H1, 2 .., nh.

donde k = —;——(b—n].

12. Integral impropia:
]

+o0o

{ 1= tim (/@
o bor4o0 4

a a

13. Area de un trapecio curvilines limitado por una linea continna y=
={(2) {f () 2= 0), el eje Oz y dos verticales x=a y z=0b (a<<b):

b
8= K ydz.
e
14. Area de un sector limidato por una linea continua p = f(g)(p ¥ p
son coordenadas polares) y dos rayos ¢=a y =P (= <<p)

™

pa— 1 ¢ 2
S_T p2de.

]

15, Longitud del arco de una curva suave y=7{(z) en coordenadas rectan-
gulares z e y; entre el punto x=a y el punto 2==4 (a << b):
[}

1= S Vit e

a

16. Longiiud del arco de una curve suave p
¢ v ¢, desde el punto ¢ = o hasta el punto ¢ =

8
1 S Vor o de.

= f (¢} en coordenadas polares
B e < B):
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17, Longitud del arco dv¢ una curva suave = (t), y==1 (¢) dada en for-
ma paramétrica (lp<<T)

T
1= \ VI"-['E" di.
t
18. Volumen de un cuerpo con la seccibn transversal conocida § (2):

V=\ §(z)dz

LT

19. Volumen de un cuerpo de revolucidn:
a) alrededor del eje Oz

Ve=a \ y*de (a<b);

8 b0

b) alrededor eje Oy

Vy=m \ z*dy (e<<d).

e,

20. Trabajo de una fuerza vartable F = F (z) en un intervalo [a, b]:

A= F(z) d=z.

B T

1¥. Niameros complejos, determinantes y sistemas de ccuaciones
1. Nimero complejo z = z - iy, donde £ = Rez, y = Tm z gon ndmeros
reales e 12 = —1. Mddulo de un ndmero complefo
2] =¥ F ¢ =0.
Igualdad de niimeros complejos
2y = zg<=>Rez; = Moz, 0 Im z; = Im z,.

2. Nimero conjugade para el nimero complefo z = x + iy:
?= I — iY.
3. Operaclones ariiméticas sobre los nidmeros complejos z, = x, + iy, ¥
29 = zg -+ iyyt
a) 7y o 29 = {x, & ) + i {yy & pa)i
b) zm3e = (zy73 — yaya) + i (zys + zap4)s

o 2L Bfa_ @n bu) £ @0 — o)
2 mlt A+

(23 %= 0).
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En particular

ﬂez-——-%(;—{-;), Im z= -E’T(z-é), |z]2=2=.

4, Forma trigonométrica del ndmero complejo
z=r (cos Q1 sen g,
donde r=|z| y @p=Argz.
5, Teoremgs sobre el médule y el argumenio:

a) jzpdz| < sl 120
b)) lzpzal =I5y |25], AYE 2:2,=ATg 2, -} Arg 3,

LT S o - 5
c) el G e Arg o =Arg s —Arg 2z (39 5= 0);

d)  |=*=1{z|™, Arg z"=n Arg z (n eas enlero),
6. Raiz de un ndmero complejo:

Va=%T3 (cos a:g-s:-zkn Aizen argzi-zk:t )

(=0, 1, 2, ..., n—1),

7. Forma exponencial del niimero complejo:
z = reiQ,

donde r = |z | y p = Arg .
B. Determinante de xegundo orden:

ay ﬁ,l

ay byl ~ P2 — agby

D =

9. La solucién del sistema
oz + by = o, }
axz - bgy =
se da por las férmulas
_ D« _ Dy
Imep . V= (regla de Cramer),

donde
a €

2y €3

ay
D=
a,

y, Dy=

e e
o] # 0 Px =]
10. Las soluciones de un sistema homagéneo

a3z Abyytez=1, }
2z -+bgy ez =0

se dap por las f6rmulas
z=Dyt, y=—Dut, 3=Dgt (— co<<t<+ o0),

donde

by e ey by

by e

nl=| I D=
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son los menores de ]a matriz
a b o
a; by o
11. Determinante de tercer orden

a by oo
2y by ey
ay by eq

ls

D= ==y Ay b By +e,Cy,

donde
by &
by o

3 6
g &y

4=

By=—

1=

ay by
ag by

|

son los cofactores (complementos algebraicos) de los elementos oonaapondianl.es

del determinante.
12, La solucién del sistema

2y by —teyz=dy,
ﬂgx+bay+¢,==dm }
ayt - Bal ez =dy,
se da por las férmulas de Cramer

=l gtk

D
D we ooy

] D !

donde

a b og
a; by

ag by ¢y
a2, dy &
ag dp ¢y
ay dy cg
13. Las soluciones del sjstema homogéneo

ayz+bytes=0, }

dy by ¢y
=0, Dx=Jd', by ¢,
s by e
2 by dy
a; by, d,
ag by dy

D=

v

Dy= . D=

agr+ boy ez =10,

agz 4 bgy+ ez =10,
si

D=

a; by g
2, by e =0, a=l:1 :1[55.0
ay by o  Hl

se define a partir del subsistema (véase 10)

ayz -0y -tezp=0,

ay7 -4 by +cyz =10,

V. Elementos del dlgebra vectorial

La suma de los vectores @, b, ¢ es el vector s = a + b + ¢ que es la

resulumte de Ia linea vectorial constituida pora, b, c.

2. La diferencia entre los vectores ¢ y besel vectord =a —b =a +

-+ (—b), donde —b es el vector opuesto al vector b.
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3. Ll producto de un vector @ por un escalar k s un vector b = ka tal, que
b= |k|a donde a = |a |y b =|b|, ademds, el sentido del vector b coin-
cide con el del vector a, si k > 0 y tiene el sentido opuesto, si k < O.

4. Dos vectores @ y b son colineales, si b = ka (k es un escalar).

Los vectores @, b, ¢ son coplanares, si ¢ = ka 4 b (k, I son escalares).

9. El producto escalar de dos veciores a ¥ b es un escalar

ab = ab cos ¢,

donde ¢ = Z(a, b).

Los vectores @ y b son ortogonales, si ab — 0,

8i a = (ag, ay, a) ¥y b= {by, by, by}, entonces

ab = a b, + ayb, + ab,.
6. El producto vectorial de dos vectores @ y b es el vector
e=axb,

donhde cla,clbyc=abseng(p= 2 (a b)) ya,b, ¢es un triedro de-
recho,

Sia = {ay, ay, a;} ¥y b = (b, by, b.}, entonces

i j ok
axb=|ax a, a;],
by by bz

donde £, j, k son vectores unitarios orientados seglin los ejes de las coordenadas
correspondientes,

7. El producto mizxto de veclores
abc = (a X b).¢

es l;n volumen (con el signo) del paralelepipedo construide sobre los vectores
a, b, c.
" U8ia = {ag. ay. a;), b = {by, by, b,), € = {e, ¢, ¢}, entonces
ay @y a,
abe=| by b, b;

cx €y €z

VI. Geometria analitica en el espacio

1. Las coordenadas cartesianas rectangulares de un punto M (z, y, z) del espa-
cio Ozyz son
T=ry, y=ry z=r,
donde r = OM es el radio vector del punto M.

2. La longitud y el sentido de un vector @ = {a., a,, a,} se determinan por
las  férmulas

a=|a| = Vs§+a;+a’.

a
cosu=--?—, cosﬂ=-—-£—-, cosv==£:— (cos? ot - cos? f+-cos? y=1) donde cos a,

cosf, cosy son los cosenos directores del vector a.
3. Distancia entre dos.puntos My (zy, yy, 21) ¥ M3 (23, ¥z 22):

o
d=|MMy| =V {Zg— 218 (43— 1) *F (Fa—22)
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4, Laecuacidn de un plano con vector normal N¥N={4, B, C} =% 0 que pasa
por el punto M, (xg, ¥y, 24 s
Ner —rg) =0, (1)
donde r es el radio vector del punto cornente M (r, y, 2) ¥ ry s el radio vector
del punto M,
a ecuacion (1} en coordenadas, es de la forma
A (z = 20) + B (y — yo) + C (& = z0) = 0,
o bien
A + By 4+ Cz4+ D =0, @

donde D = —Ax, — By, — €z, (ecuacidn general del plano).
5. La distancia de un punte M, (zy, ¥, 3,) a un plano (2) es ignal a
4 14z + By + €2 4 D)
V AT B2 +Ct
6. Ecuacidn vectorial de la recia en el espacio:

r=ry,+ st {3
donde r = {z, y, z} es el radio vector corriente de la recta, r, = {x,, ¥, Zo}
es el radio vector de un punto 11}0 de la recta, 8 = {m, n, p} 5= 0 es el vector di-
rector de la recta y ¢ es un pardmetro (—oo << t << -+ o0

La ecuacidn do la recta {3) en coordenadas es de la forma

Z—Z%y _ U—lo _ EZ—3

m n P

7. La linea recta jormada por la interseceién de dos planos, estd dada por la
ecuaciin )
Ax+By+Cz+D=0.} {4)
A'r 4 B'y + €'z 4 D' =
El vector director de la recta (4) es 8 = N X N', donde N = {4, B, €}, ¥
A add
8. Ecuacidn de una esfera de radio R, con centro {z,, iy, Z5):

(= w}* 4 (¥ — yo)? -+ (2 — 2,)* = R%
9. Ecuacién de un elipmlde trigrial con semiejes a, b ¥y ¢

,‘,2 P
as + 3 ___'1'
10. Ecuacidn de un paraboloide de rotacién alrededor del eje O=:
2 4 y¥ = 2pz.
VII. Célculo diferencial de funci de varias variables

1. Condicién de continuidad de una funcién z = f (x, y):
lim Az= l\m [f (z+ Az, y+Ap)—f(z, =0,

Ax—=0
Ap-+0 m;-o
o bien
bim f(zy, y)=7 (= .
Xy -
ey

Se define andlogamente la continuidad de una funcién u = f (z, ¥, 2).
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2. Derivadas parciales de una funcién z = f {(z. y) respecto a las variables

-
LI € - bt L2 N
OF Azl Az
L Flz, y+Bg)—F(z, ¥)
B Ay :

3. Dijerencial total de una juncién z = | (z, y) respecto a las variables in-
dependientes x e y:

dz Az
dzmﬁ d.t+-W dy,
donde dr = Az y dy = Ay.
Si u=f(r, y, 5), entonces
du 1% due
du—-a n‘:+a—y dy-{——aT dz.
4. Ineremento pequeiio de una funcién diferenciable

dz dz

5. Derviada de ura funcién u = j (z, y) segiin la direccién | = {cos «, cos B}
es igual a
au du due
F T T a—!—-‘ﬁ cos f.
De un modo andlogo, si u = f (x, y, 2) ¥ | = {cos «, cos B, cos y}, entonces
o du

du Ju
T _aTcosc:—“--ﬁ cos ﬁ+W°°5?'

6. Los puntos de extremo (mas exactamente los puntos de extremo posible)
de una funcién derivable u = f (z, y, 2z) se definen mediante las ecuaciones:

folzo v, 3) =0, fylz, gy, 2) = 0, fi{z, y, 2) = O
7. El gradiente de un campo escaler u = f (z, y, 3) @s un vector

mu={£ fu _a_“_}
g éx ' gy ez ]’

wmaui=1/ (35) "+ (55)+(5)"

8. 8i P (2, y) dz+Q (z, y) dy es una diferencial total en un dominio &,
entonces

De aqui,

6P 30
oy (=, NEG)

(criterto de existencia de la diferenical total).
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VIII. Serles
1. Definicién principal:

N
Itz

2. Criterio necesarlo de convergencia de una serie: si

o
la serie 2 un eS convergente, entonces
Tesmd

m u, =0.

fi—00

3. Serie geométrica:

o0
E o=l = 1.‘:_

=1

, Bi = 1.
7 lq]

4. Serle arménlca
1 i
thygtgt...
{es divergente).

oy
5. Regla de d'Alembert, Sea 2 u, (4, > 0) una serie que admite el
n=1

lim =Bl =,

Tt =00 n
En este caso: a) si L < 1, esta serie es convergente; b) si { = 1, la serie es di-
vergente y u, —a0.

o0 Ll
6. Convergencla absoluta. 5ila seriez | ty | 3 convergente, la serie E g,
n=1 n=1
es también convergente (absolutamente),
7. Criterio de Leibniz. Si v, Zvp, 2 vg = ... 20y v, = 0 cuando n —
—+ oo, la serie alternada
Vo g vy =g .

es convergente.
8. El radio de convergencia de una serie de potencias

@, + gz + @2+ . .
se¢ determina por la férmula

b= lim an |
Fr—— [ P
si esta (ltima tiene sentido.
9. Serie de Maclaurin:
(m) (0
t@=t+r et g LSOO
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10. Desarrollo de funciones fundamentales en serie de potencias:

0 = =1+x+x'+ L (2] <)

(4=t S 2y +(—nn-lT'+u- (—t<zl);
3 x5 g A=l .

c) ﬂwb&-f—-x——a--l-*s—*-“——l- e (=1t m‘f’ [{EiE=H

Q) =t bbb gt e (2] < oo
Ead z F gras SRR
©) snz=s—grtgr— gt H U eyt
(lz] << 4 o0);
2 an
) cm=1—;—|+%—%}‘-+---+f~m(;T)!+--- (2] << +o0);

®) (am=tpmep 2O oy g o Inm D]y
Xt (2] <)
11. Serie de Taylor:
il {m}

f@=1@+1 @ e—a+L ot + L gt
12. Series en un dominio complejo:

E (e +ivg) = E unti E Ep-

n=1{ n=1 n=1

13. Convergencia absoluta de series con términos complejos. Si la serie

E |+ i | = E Vi +oh

n=1

©s convergente, entonces la serie 2 (uy, =+ ivy) es tunbién convergente (absolu-
n=1
taruente),
14, Férmulas de Euler

¢i* = cosr+ tsen z, ¢ ~3*= cos r — i sen z,

_15. La serle trigonoméirica de Fourter de una serie suave a troxos f (z} de
periodo 2{ es de la forma

1= Z‘,‘ (an cos 7=+ bp sen =) | )
Tie=

donde

i
1
an=—- S[(x)cas m:z dz  (n==0,1, 2, ...},

e (i=1,2, ..)

coeficientes de Fourier de la funcidén 7 ().
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Para una funcidn f (x) de periodo 2z obienemos

f (z)= -%_'—'f- E (an 08 nz by sen nz),

n=1
donde
1 a
n e L] C0s nx _
bn }_ = S Fel { san ng 8% (h=0,1,2, ...).
-

En los puntos de discontinuidad de Ia funcién f(z) la suma de la serie
(1) es igual a

8 (& =51 =0+ (=+0).

16, Si upa funcidn f(z) de periodo 2! es par, enfonces

f(m)=4%'l+z ancnsi?i "
A==l

donde

!

2
an=-1 E f{z) cos “’;I dx  (n=0, 1, 2, ...).
o
Si una funcifn f(z) de periodo 21 es impar,
f@= 3 bnsen 7%,
n={
donde
nnx

i
-bv,,._=!i S F(r) sen
0

Tdr (=1, 2, ...

IX. Eecuaciones diferenciales
1. Una ecuacién diferencial con variables separables
X@YWwdr+ X0 Y, (wdy =0
tiene la integral general

X () CYit) ,
Y et Yo = @)

Las soluciones singulares que no forman parte de la integral (1) se determinan
a partir de las ecnaciones

X, (©)=0 y Y (g =0

2. Una ecuacion diferencial homogénea de primer orden
Pz, yp)dz + Q (2, y) dy = 0,



592 Anexos

donde P (z, y) y @ (z, y) son funciones homogéneas continuas del mismo grado,
se resuelve con ayuda de la sustituciom

¥ = uxr

{u es una [funcién nueva).
3. La ecuacidn diferencial lineal de primer orden

a(@y oy +c(n)=0
puede resolverse con ayuda de la sustitucidn
¥ o= ui.

4. Casos integrables de ecuaciones diferonciales de segundo orden:
a) 81
y" = f (=),
la solucién general es

y= S drs f(x) dx+-Cax+Cy;

b) si
¥=1w
la solucién general es
d; .
S ﬁ = &+ (z4+Cai
Va2 twd+c,
¢} si
¥=f
fnt%‘ncea la integral general de la ecuacién puede ser hallada a partir de la re-
acién
L W,
S T~ =+l
donde 3" = p.
5. Casos de reduccién del orden de ecuaciones diferenciales de segundo orden:
a) si

F. = f (= y'}'
entonces, tomando ' = p obtenemos
[}
L=t
b) si
v'=Fl ou".
entonces, tomando y* = p, obtenemos
dp _ .
B - f iy, p)
6. La solucién general de una ecuacién diferencial lineal homogénea de se-
gunde orden
¥t p@y +ay=0

es de la forma
v = Cyn + Cayay

donde y; e y, son soluciones particulares linealmente independientes.
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7. La solucién general de una ecuaclén diferencial lineal no homogénea de
segundo orden
v +p@y @y =7
es de la forma ' .
¥y =y + z,

donde y es la solucién general de la ecuacién homogénea correspondiente y =
es u%a 5&11'.’1“6? particular de la ecuacién no homogénea dada.
. a
Forma general de soluciones de la ecuacién homogénea y° -+ py’ 4 qu = 0
(_i ¥q :s%n constantes) segiin las raices de la ecuacién caracteristica k2 - pk +
g i

Ne de Naturaleza de las rajces &, v &
orden de la ecuacion Coaraterivtion " Forma de la solucién gencral
I |Laa raices %, y k&, son reales y y=C,eM* | C b
distintas

I1 |Las raices son igualea:

Ry=iky y={Cy+Cyr) M¥
IIT |Las raices son complejas:
ky=tt4-1f y=¢"*(C; cos fr+
AP — +€;3en fz)

9. Tabla 2
Naturaleza de la solucién particular z de una ecuacién no homogénea y* +
+ py’ + gy = f (2} (p ¥ q son constantes), en funcién del segundo miembro f (z)

%:dil;n Zegundo miembro Casos Solucién partleular
I | f{2)=nem> 1) m*pmt-g £0 | z=dem=
{a, m son constanics) 2) midpm—tg =1 |z=Aze™x g z=
= Axlemx
Il | f{z)=M cos wr+- 1) pP4{g—@®)? == 0] z= A cos x4
-+ iV sen oz - B sen wz,
(M, N, © son cobstantes;| 2)p=10, ¢=w? z==z{A4 cos wz}
@ % () - B sen wx)
Il | f{zsy=az4-bxt-c 1} g == D, z=dAz*}{ Bx--C,
(a, b, ¢ son constantes) |2) g=0, ps&=0 t=z(Az?-Br+C)

A, B, C son coeficientes constantes indeterminados,
38-0102
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X. Integrales curvilineas

1. La integral curvilinea de primera especte de una funcién continua f (r, 1)
tomada sobre una curva suave a trozos K: r = s (), y = y (1) (¢ € [z, fil) es

B
{ e as=\ 1@, vo) VIO 0. )
K a
Si la curva K esta dada por la ecuacidn y —= y () (@ == r =< b) lenemos
b
g f =z, yds= S fix w (D VIFy e de,
K a

Se define anflogamente una integral curvilinea de primera especie en el
caso de una eurva K espacial.

Sif (l.-c, y) es la densidad lineal de la curva K, la integral (1) representa la
masa de la linea K,

2. La integral curvilinea de segunda especie de un par de funciones continuas
X {z,y) Y(z y) tomada a lo largo de vn cimino suave a trozos K: oz = x (),
y =y () (t€lo, P]) se define mediante la formula

g X (&, ydz+Y (x, ¥) du'—-S X (x(t), g 2’ (LY G (), y () g' (D)) at (2)
K o®
Si el camino K estd dado por la ecvacion y = y (2) (v € [a, 5]}, entonces

b
S X (e, p)dz-| Y (2, ) dy=S Xz, g @ FY (5, g @)y’ (2] d=.
K a

Se define analogamente la integral curvilinea de segunda especie para una

curva K espacial.
Fisicamente la integral (2) representn el trabajo de uma fuerza variable

F= (X (z, ¥) Y (=, )} a lo largo del camino K
3. Si se cumple la condicion X (x, y) dx |- Y (z, y) dy = dU (2, y).
la integral (2) no depende del camino de integracion K y

s (T2, )

X (z, ppdet¥ (z, y)dy=U(x, ¥) = U (2g, yg)—U (21, 11), (3}
(1, 1)

donde (z,, y,) es el punto inicial y (x;, ¥,) es el punto linal de K.
Fisicamente, la integral (3) representa el trabajo de una fuerza cuyo po-
tencial es U {z, ¥).

X1. Integrales dobles y Lriples
{, Se llama integral doble de una funcién { (z, y) extendida a un dominio §
al mimero

S ( iz, yydS=1lim 2 f a4 ASy, )
g iy,
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donde (zy, yg) € AS; (t =1, 2, ..., n)ydesel difmetro mayor de las regiones
elementales AS;.

Si f (z, ) = 0, la integral (1) representa geométricamente ¢l volumen de
un cilindroide recto comstruido sobre [a base S y limitado en su parte superior
por una superficie z = f (z, y).

- Si el dominio de integracién S es esténdar respecto al eje Oy y esté
definido por las desigualdades a << z << b, ¥, (2) éﬂg < yp (), donde y, (),
¥y (7} son funciones continuas, la integral doble en coordenadas cartesianas rectan~
gulares de una funcién continua f (x, y), 9e expresa por la férmula

b valx)

( Si{x, y)dxdy:S dz q flx, ) dy.
's a yalx}
3. La integral doble en coordenadas polares ¢ y r, donde
T =rcos{p, y=rsen g
es de la forma
S q iz, 1) dS:S g f{rcosq, rseng)rdgpdr.
& s

51 el dominio de integracion § estd definide por las desigualdades o <
<¢ <P, n(p)<r<v,(q), entonces

3} raim)
q 5 1z, y)dS:Sdcp ( rf (r cos g, rsenq)dr.
‘s z rie)
4. Si p={{(z, y) es la densidad superficial de una placa §, su masa es
m=sgp(x‘ y)dS=SSpdxdy @
8 8

(signifticacidn flsica de la integral doble).

5. Los momentos estéticos de la placa S respecto a los ejes de coordenadas
Ox y Oy, se expresan por las integrales

S:=5\pyds. §y= pras,
s g

donde p = § (x, y} es la densidad superficial de la placa.

6. Las coordenadas del centro de masas de unc placa S se expresan por las
formulas
Sy s
Tl ho——"", 3

donde m es la masa de la placa (véase (2)).
I'ara una placa homogénes en las férmulas (2) y (3) se puede tomar p = 1,
7. Los momentos de inercia de la placa § respecto a los ejes de coordenadas
(Ox y (ly son expresados por las integrales

I;mg g py* ds, Iy—S S pz® dsS,
s 8

donde p = p (z, ¥} es la densidad superficial de la placa.
3R
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#. Se llama integral triple de vna funcién f (x, v, z} extendida a un domi-
nie ¥V, al nimero
4 ™
§8§ 7 v nav=1im 3} ren w20 avs, @)
® i‘_ =0 o=l
donde (r;, vy, 200 € AV, (i = 1,2, ..., n)ydes el didmetro mayor de las re-
giones AV,
8if (x, y, 2) es la densidad en el punto (r, y, =), la integral triple (4) repre-
senta la masa que rellena el volumen V.
9. El volumen V de un cuerpo es igual a

V— S SS av=- ( SS dr dy dz,

10. Si ¢ dominio de integracién F se define por las desigualdades a <
Srsh @) Sysy @), 5 (r, ¥) <2< 3 (2, y), donde gy (2), 2; (20 y)
i , 2) son [unciones continuas, entonces la integral triple de una funcidn
continua [ (x, y, 2) en coordenadas rectangulares pucde ser calculada por la fér-
mula

ez ze(x, ¥)
a v

b
SSS;(:, i z)dzdyd::Sd: \ ay \ oy 9
v a

g,'r'xl z.%, ¥)

X1I, Teoria de las probabilidades

1. Se entiende por suma de dos sucesos 4 y B: 4 + B =4 B,

el suceso que tiene lugar solamente cuando se realiza por lo menos uno de los

sucesos 4 o B,
2. Se¢ entiende por producto de dos sucesns 4 y B: AB = A N B,

el suceso que tiene lugar solamente cuando se realizan a la vez los sucesos A y 5.
3. La probabilidad {en el sentido cldsico) de un suceso A

PM)="2 0Pyt

es la relacién del niimero m de lodos lus casos elementales favorables al suceso
A respecto al niimero n de todos los resultados elementales posibles con iguales

posibilidades de producirse.
4. Probabilldad de un suceso contrario: P (A) =1 — P (A4).
5. Teoreme de lo adicién para dos sucesos incompatibles 4 y B:
P{A+B)=2P(4)+ P (B).
En el caso general P (4 + B) = P (A) + P {(B) — P {4B).
6. Teorema de la multiplicacién de las probabilidades:
P (AB) = P (4) P4 (B},

donde P, (B) es la probabilidad condicional vorrespondiente del suceso 8.
i los sucesos A y B son independientes, entonces

P (AB) = P (4)-P (B).
L

7. Férmula de la probabilidad total P (A)y= D\ P (H;) Py, (A},
t=1
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donde H, M4, + .., H, forman un grupo completo de hipotesis:
e n
A= Hia, M H;=0para i), X P(H)=1.
=1 i=1
8. Férmula de Bapes:
P (H;) P.H'.| (4)

Paili)=—;
D PH) Py;ld)
7=}
(i=1, 2, ..., n), donde Hy, Iy, ..., H, forman un grupo completo de hi-

pitesis,
9. Férmulas fundamentales del andlisis combinatorio:
a) mimero de arreglos de n elementog tomados de a m:

nl 5
(n—m)t '
b} nimero de permutaciones de n elementos: A% = nl;
¢) niimero de combinaciones de n elomentos tomados de a m:
m Rin—1) . |rn—im—1)} nt
Ct = =

ml m! (n—m)!

AR =nn—1) ... |0~ (m—1)]=

10. Férmule del binomio de Newton:
g+ pyr = g™+ Chg™lp + CR" P2 4 ...

11. Ley de distribucion binominal: en las condiciones dol esquema de Ber-
noulli la  probabilidad de realizacion de un suceso A exactamente
m veces en n ensayos (O m << n) es
n!

Pp (m)==CRpmgn-—m= A =

pRgEm,
donde P {(4)=p, P (4) = g = 1 — p es la probabilidad 4 en un sclo ensayo.

12, Férmula local de Laplace: Py (m) = —_—-i_.,__»—e""“’
V 2nnpg

(véase el § 11), donde 0 << p< 1,9 =1 —p, t = (npg)™* (m — np).
13. Férmula integrul de Laplace:

Pomy < om s ma) & ® {tg,) — 0y (T )y
1
Van

14, Férmula de Poisson Py (m}%—%’:—e"‘.

donde tp,=(npg)™V* (m—np), @p(xl= e M2 a,

(=Rt ]

donde u = np, ¥ la probabilidad p es pequefa.
15, Esperanze matemdtica de una variable alealvria discreta

X={2,, Zay +-v, za}, donde py=P (X =2p) (=1, 2, coey )y D) Pi=1,

i=1
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es

n
M(X)= %) xipq

e |

Propredades esenciales:
1) M (C) = C;
2) MEX—}—Y\: M (X) + M (¥);
3§ M(X — ¥) = M (X) — M(¥):
M (CX) =" CM (X);
5) M (XY) = M (X) M (V)
(X ¢ Y son independientes).
16. Dispersién de una variable aleatoria discreta X

= M {[X — M (X)]*} = M (X*) — [M (X)]%

Propmdades mencm]os

1) D (

2y D { Y=D{X + D (¥) (X e ¥ son indepondientes);

%D[CX} YigmP 0 +0 . ( independientes)

Para la ley hlrmmml do distribucién del nimero de manifestaciones X

de un suceso 4 en n ensayos tenemos

HP(X=m=Clpng"M{m=20, 1, 2, ..., n), donde p= P (4),
g=F(d)y

2) M (X) = np;

3 D (X)) = npg.

18, Para una variable aleatoria continua X tenemos

a) funeidn de distribucidn

x
M (a}=P{—o0 =< X << z)= S q () dt

(--oo < r << -+oc), donde g (1) es la densidad de probahilidad:

b) esperanza matemdtica

+ o
M(X)= S g (2} dr;
- oo
¢) dispersidn
-+
D(X)= 5 [z—M (X)]* @ (x) d=.
-0

19, Para la ley normal de distribucién de una variable aleatoria X la den-
sidad de la probabilidad es de la forma

Plz)= -(x-xo')“ﬂa‘l.

1
oV 2n
donde xo=M (X), 0=V DX).

En este caso

Plsrzn-on (452)—a (£52)

donde @, (z) (véase el § 13) es la integral de probabilidad estindar.
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Capitulo I
2. (0, 0), (10, 0), (5,51°3). 3. a) M (1, —2); b) M (—1, 2} ¢) M (2, 1)
d) M(=2, —1}. 4. 4, (8, 4); "‘;'1 1, 8). 5.5y =6, =01 2, =0, ;3 = &
i —
6. c(zé, a-;_).s'. BG,5).8. 51T 9. (4, 3. lﬂ.N(d%,ﬂ). 1. zp= 2,4+ B,

T—Ty vk o= ¥ :

yp=yo + =1, 2 ..., n—1), dounde h = * =

12. 12, 14, y, = 10; yo = —5. 15. 155 ha.

Capitulo II

1.y = 2z0y = —2z. 2.5z + y + 2 = 0. 3. La circunferencia: 2* + y* =
= 4, 4. a) El conjunto de los ejes de las coordenadas; b) el origen de las coorde-
nadas {0, 0); ¢) dos rectas paralelas al eje Oy situadas a ambos lados de éste a
una distancia igual a la unidad; d) dos rectas paralelas al eje Oz y situadas a
distancias iguales a 1 y 2 de oste eje; e) conjunto de la bisectriz de los 1 y 111
cuadrantes y del eje Oy. 6. Los puntos 4 y B estan situados en la curva; los
pu?tozs C,z)D y E no yacen sobre la curva. 7. {0, 2); (—1, 0}; (2, 0). 8. (2, 2)
Y (—a, —<).

Capitulo III
2.y=0; y =23y =V3@+5);y=—13F@—5. 3 z—
+9=U,Sr+y«13=0.4.12m+3y-—-15?n.5.x+2y=ﬂu.6.
—32y —1 =0; V53 7. h+8y-11-=0;-‘%3—. 8. bz + 5y — 56 = 0.
9. x4+ y—7=0,10. y = 0,4x — 5; 25 m; 150 m. 11. a) = = 305, y = 215;
b) no hay punto de interseccidn; las rectas son paralelas; c) z = ¢, y = 2t,
donde ¢ es arbitrar}‘o. las rectas coinciden. 12. y = z. 13, (—4, 0). 14. x =

akq __ aleyky _ _ 1 :
=, v =gt donde ky = g a Y ky = g . 15, (1 3 i). 16. 13.
17. 2; 1; 0. 18. 6,4. 19. 7. 20, 8z — by — 156 = 0,8z — by + 25 = 0. 21, y =

—%—::By=2—&x.

Capitulo IV
. 8) C(—k, 0% R =5:b) 2+ yf= 25 ) 2+ sf — s —y + 5 = 0;
) 2 gt br By + 7 = 0.2 5r—Ty 13 =05 VT 3. z—y—
—1=0.4.a=2V7Z b=2c=2 F{2 0, F (=20, e=1/V2 5. a
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LG LR . S z* oy e - _ _
7 T & =1b) mii- E=tio gt G-t 64 lae=2b0=
. - £ '_,_‘ s B

= 3/2, c = 5/2, F(z n) ( 2 n.). e =125 b %=1 &

150/ V481 9. 5/3; 5/4. 10. F,F,= 5V 2 1, oty =10. 12.5/3. 13. yt= 20a.

14. (0, 1): y = —1. 15. 7.5 cm del vértice. 16. 24 17. y = 1 + %’. 18, i

=2A, n=xr—2n=y-3 0, 2 8. f" LL“‘_-‘;?-21=1'—2-!&=
7 4

= gp—1; Oy (2, 1) 20 g = 2y, 2, “"—‘!T m=y—75: 1,7). 21.

fiy =9 m.

Capitulo V

2. AG, 0y B (3V 2,3V 2); € (0,2); i—2172, —212). 4. a) p = sec
b)p:_2cosec?,c)¢-=nléy¢—-n51;¢ d)q!—arctg).yqn—:t—!—arrg

e p = sec {qx ——} fy p=>5. B.p= cm((p——u}"
renciade centro en ¢l punto € ( 5 ,0) y deradio B = 1£~|. 7.y% = 2z -+ 1 (para-

6. =% 4 y* = ar: circunfe-

2 2 2 2 B
bola). 8. E; + % =1 {elipse). 9. % — % = (hipérbola). 10. y* = 16z
(paribola). 11. 505; (—305; —405),
Capitulo VI
1. y=b:t('1 -i}(ogzgh) 2.a)r>2ib) x| =li0)0<z<i;

d) > —1.3.7(0) = 2, ())=0,f (=0, [ {8) = 2, f(—=) = ¥ 4 Bz + 2,
f(—i-]=1_3“‘2’=,;{¢+11 2% ez b —4,25 B.y = 27 — 10.6. ) (z) =

=42 —3 7. @b @] =2 Plo@l =2 8 /1@ =1— ‘1;

f{.f[f(-r)]}—x‘ﬂ-alf-:y_“'-_gji b) =3 1 — y*, == 2 Arcsen y. {1, 1, =

= —1,88; xy = 0,85; =y, = 1,53, 12. 4,49. 13. 1,8798; 0,6928,

II

Capitulo V1I
f.8) =3 <z —1} b)) —o<z<0, bgr<tooi ) 12 <z,
t<z<ipid)—2<2<—1,1<o<2 2 ~04%. 3. Dos. 4. a) 03 b) 3
¢) —1/2. 5. a) 1/6; b) 1/42. 6. 0. 7. 5. 8. 1/2. 9. cosa. 10. 2. {1. lms z; =
= —clb} l;fna xy = oo, 13. 1. 14. 0. 15, 1, 16. &% 17. e72 18, &~

Capitulo VIiI

1.8z =90; 8y = 1.5.—1,—2, —3.6. 5% + T (n = 0, &1, =2, .. ).

7.0; =1, 2, . B, 3 9 1/4.10. 2. 11. a) = = 0; punto de discontinuidad de
primera especie. h} ‘fmnto de discontinuidad de primera especie; ¢} z =
== 0; punto de d;scontlnm d de gegunda especie.
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Capitulo X
1 a) y _ﬁx——l; by £ ()= —2/23, ' (1)= —2, ' (—10)=0,002. 2, y'=
LR 4 o a [
e e y,_ +1”*—i~ 3-”! Y mr—— b=t 5 y'=bei—2n
6. w'=(3x+1)/2 )V 2 7. ¥ =a%coszr2rsenz. B,y = —2x/(142%%. 9. y'=
_2(1+42% P 2 Fr— P 2
== 10. ¥ i 7 11, y'=sen2zr. 12. y'=2zrcos3xd
e 3 ; __1 _zr'?'_ g z
13. v =—- seu reos xi2, 14, v 5 z? sen 5 15. y —‘-;;-ﬁ.
= 1 ., 2Inz ,_ 2 pie—e b
16. Yy mm - 17. y = = . 18. Y —--—-. 19. u _-——-—senx s
1
. o s xz =_ % i
20, y'=na" 1t nXlnn 20, y'=—D2re 22, y' 5 exf 23. y' Viea
g 1 ; 1 168 cos 2z
24, y'= = , para |x| =1 25, y'= g e 26, y'= ~eon¥%z
r z? { S 1 o o s 1
21. g =‘1W= 2. y's ]—l—-;. 2. y=yV1—= 0. y=7—.
2 2r—-y f._: == P y_ . SN,
. y'= Frm 32, y'= e L . ayy' = W oy 3-
34, a) g,-;‘=—£-ctg:: b) g~ l'wie“'; ) ye=-—1. 3. a) y'=

= (4r?—2) e~ b) y == —4sen 2z, 36, "= —1/at 37y =(a—bzt2)e .
38 F(M=1, F@=0, "@i=—9  39. a) y—-izx—ib‘-. b) y=n—az
¢ s—ay+8=0. 40. T WL g 4. ‘ 3 5. A2 8) y=—1.
h) 4z y—36=1; ¢) 4x+3y=n‘ 43, 4hn mifs, 4&. =0.8 mfs. 45. v=a-+pt,
j=f. 46. v=1--cosi; j=sent

Capitulo XI
3. (—o0, 2), (2, o0}, 4. (—oo, —1), (—1, 1), {1, o0} 5. (—iw'i}. (l.-l—o«;).
6. T n 3. 8. . 9 2. 10.0. 11, 0. 12, = 13. 2. 4. 5 15, 116,

=
- a‘ 1 - _
17. 1. 18. r——z—.:—,‘[maxl. 19.z=1'y=—3—(max);:=3,y———‘l
- . < 1 3
(miny. 20. z =4, y = 1 (mix); 2 = —1, y =1 (min). 2l. 2 =5, ¥ =5

(méx). 22. z = 12. y = 2‘ {méx). 23. Lados del recténgulo: a}’2 ¥ BV 2 . 24.

a}'Z, b} 2. 25. Altura del cono = 4a/3. 26. a/6, 20/3, 2¢/3. 27. 2 = 113. y =
= 2(2 . 28. Dominio de definicibn: —oo < xr << —-oo; l[m y = o,

Iim y = —oo. La fupcién es impar. No hay puntes de discontinuidad.
Xer oo

Puntos de interseccidn con los ejes de coordenadas: (—}/3 0) {0 0) Y '[1/3 0}
Puntos de extremo: gy, = —2 para r = —1 @ yyq, = 2 para <o
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inflexién: {0, 0). 29. Dominio de definicién: —oo < r < +o0; lim y =
Eat]
= lim y = -+oo. La funcién es no negativa. No hay puntos de discontinui-
X—+t0

dad. Ceros de la funcién: r; = 0 y z, = 2. Puntos de extremo: y, . = 0 para

: 3 4

=0y z=2;y,.==1 para z = 1. Punlos de inflexién: (1 —%a 5—) v
.

(+ + 5, 4 ). 30. Dominio de definicion: —oo <z < +-o0; lim y =

= lim y = 1. La funcifn ¢s par. No hay puntos de discontinuidad Cero
X400
de la funcién: z = 0. Punto de extremo: y ., = 0 para z = 0. Punto de infle-

xién (£1/173, 1/4).

31. Dominio de definicién: —oo < 2 << 0y 0 <t xr << +oo; lim y =

=00

= —o0, lim y = —oo, lim ¥y = —+oo, lim y = —+oo. La

o X0 x++0 X+ oo o
funcién es impar. Punto de discontinuidad: # = 0. No hay ceros; la funcién es
negativa para x < 0 y positiva para z > 0. Puntos de extremo: ypa, = —2
para z = —1 8y = 2 para r = 1. No hay puntos de infloxién; la concavidad
es hacia abajo para << 0 y hacia arriba para » > 0.

32. Dominio de definicidon: —eo < r < -1y —1 << v «= f o0} lim y=

X —00
=1, lim y= 4o, lim y= —ce, lim y=1. Punto de dis-
Xx==1-0 x—+— 0 X0
continuidad; z = —1. Cero de la funcién: x = 0 No hay puntos de extremo;

1a funcion es creciente en log intervalos (—ea, —1) ¥ (—1, <+ o0). No hay puntos
de inﬂoixién: la concavidad es hacia arriba para « << —1 y hacia abajo para
x > —1.

33, Dominio dedefinicién: —oo << r << —2, =2 T r < 2¥2 <7< oo

lim y=0 lim y= —eo, lim y= +4oo, im y= oo,
A+ —00 x—+-2=0 x—r— 240 x=2-0

lim y = —oo, lim y = 0. La funcidn es par. Puntos de discontinuidad:
x= 240 R ]

z, = —2y x, = 2. Punto de extremo: ymin = 2 para z = 0. No hay puatos de
inflexidn; cnzncavldad hacia abajo para z < —2 ¥ » = 2, y hacia arriba para
—2 < x< 2,
34. Dominio de definicién: —oo < z << 15 lim y = —oo, y{1) =0
Ear-]
No hay puntos de discontinuidad. Ceros de la funcién: z, = 0 y 2, = 1; la fun-
¢i6n es negativa para zr < 0 y positiva para z > 0. No hay puntos de disconti-

nuidad, Puntos de extremo: ypay = 2V'3/9 ~ 0,38 para z = T Yun =10

(extremo de borde) para z = 1. No hay puntos de inflexién; concavidad hacia
abajo.

35. Dominio de definicion: 0 < x =< 1; Iir_l?_o y= 4o, p(i) =0

X

Punto de discontinuidad: » = 0. Cero de la funcién: z = 1; la funcién es no
negativa. Lo funcién es descreciente; el limite minimo: y = Oparazx = 1. Punto
de inflexién (3/4, 1/V/3).

36. La funcién es periodica de perfodo 2m1; y (0) = y (2n) = 1. No hay

puntos de discontinuidad. Ceros de funcién: x, = 3—_,:5 Y Xy = %‘ Puntos de

oxtremo: ype, = V2 para z = -E- 8 Ypugn — V' 2 para z = 5—;‘ Puntos de in-
flexién: (3n/4, O) y (Tm/4, 0).
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37, Dominio de definicion: 0 <z << 400, lim y=0y lim y=
X0 x40

= --oo. Punto de discontinuidad no esencial: # = 0, Cero de la funcién: z = 1;

la funcién es negativa para 0 << x =< 1 y positiva para 1 <= r <~ +oo. Punto de

extremo: ypo = ~le = — 0,37 para x =—3—. No hay puntos de inflexién; con-

cavidad hacia arriba. .
INDICACION, Conayuda de laregla de L'Hospital se demuestra que cuando
N -+ -Foo el nimero N crece mis lentamente que su logaritmo natural, es

. In ¥
decir, lim W =10,
—-fon -
- . P — !
Por eso lim y= lim zlnzr= lim _'_'3.1;E=o_
R T 0 x40 1jx

38, Dominio de definicién: -—o0 < r < +oo; lim y= —oo,
lim y = 0. No hay puntos de discontinuidad. Cero dexlg‘-t‘:nclﬁn: =0
lnx?u;:ién 62 negativa para r <2 0 y positiva para r > 0 Punto de extremo:
Ymax =5 = 0,37 para & = 1. Punto de inflexién(z. ;2;), donde ;%Gs 0,27.
INDICACION. Para ballar lim y, se puede utilizar la indicacion:
K= 00
]“::x) 0

- , . x -
lim y= lim ze*= lim —= lim
P, e o X+ too € Ko o

39. Dominio de¢ defimeién: —oo < z < Soo, lim y = —oo,
X~ —00
lim y = -oc. La funcion es impar. No hay puntos de discontinuidad.
x-++00 ; : i
Cero de la funcién: = = 0; la funcidn es negativa para r < 0 y positiva para

z 2= ), No hay pualos de extremo; la funcién es creciente. Punto de inflexién:
(0, 0), concavidad hacia arriba para = < 0 y hacia abajo para z = 0.

Capitulo XIL

12t = . _xdx
(1—z%)2 dr. 4 dy= Vi-——_xa-
9. dy:%‘i. 6, dy=2rdr=2(2—t-}1%) (—1420dt. 7. a) Ay=4, dy=2;
b) Ap=0.201, dy=0,2. 8. 30,3M m? 9. a) 0,883; b) 0495 ¢ 0,795,
10. Ay=0,07. 11. dy= —2ze~* da; diy= (423 —2) e %" g2,

{. dy=06rdr. 2. dy=—=rcosxdz. 3. dy=

Capitule XIII

z3 Jz2 1 3 12
AR : C. 2 z—2lnjg|l——+4C. 3 —oZ 15
1 3 5zt x fel——+ ;'x+5{rz°
3 a®* b 2 (ab)* = __ o83z | senbr
oot & Thaz T Wmet ¥ Inap TE 5 3+ 52 T C.

2: V2



LA Itespuestas

1 x 1 V24-x1V3 .
6. igr—ctgae+ O, 7. — 4 £ 8 — = ~ C.
g T —ctg x4 V3 ol 55t 26 In ml ;

o (‘1-/7[)+C' 10. areson z- In (r 4+ VT ) 4-C. 4. —rd-

1
73
1 2 2

1 1g a4 C. 12 5 W (tha)+C. 13, —5 VI=Fet-C. 1h — (x-,-—}]—
—In|1—=\-C. 15. z—arcigz-|-C. 16, % In i*i

4 ln (a4, 18, len 1‘;” +¢. 19, lnf 2= ‘,[-1—.9. 20, —;-—1-
1

-l—-%—senil]x—i—ﬁ'. 21. —-—-:Ticusﬁx+—-msbz+( 22, -Z—sen?: +

-}~—scu Br4-C. 28, — u—t)w=+—3-(:—:)w ¢ 24 2V z—2in0+

~z4+C. 1T, s+
r—3

V4. 25, T,l'r:z-{—é'. 26, r—In(l-}-2e8- L0 27, =rarclgr—
P

2 ]
——,:-ln(1+:=)+ C. 28, ':Tlnx——zu.|—(', 20, —zrcosz 4 senx + C.

i e A e §o Wi 1 1
30. @—1) "0 M. ——SZ €82 (3 22427 | € B v b

E 1 sV Ei—V2 1
et I R ; - | = = |+¢ 8. 5 x
Xm'g(x]/ ?) ) 34 2|/1n . -;1,’5+1,-’2 I+

2
+1 . 26—3—V'5
» aret, €. 36, C. 3, e In | ————— | |
4 b V—amtg + '/-5 231 V5
L 2t f fetsis : ik
+ C. 38, nn In =F0 |~1 €. 39, In EE)) 4. 40, x—2In |22 4-4x 4 D]+
+3aretg (z+2)+C. 4. 3 S VEE—3+c. 42 —g—l’(z—HJS—é Vzi+i+
-+ C. 43. arcsen 5 +C. 44, In|z+ ].-"z*-—EI—l—C. 45, r+%+

+1/x=+:]+r:' 46, arcsen V" 4+C. 41. W |z424+V2EFax3|-+C.

i 1 i 4 =
48. _'T cos'=+6'. 49, '§' a3 gen 4x+C. 5. —cosx-{-? cosdz+C,
51, — a:+ sen 27+ —z-sen dr+C. 52 —;-costx——-;ii-aen(?x-l-u] +C.

53. tg :+-3- tgdzC. B4, —(2?-F2x4+2) e+ C, 55,  (22-43) e -+C.
56, — x;i coszx»i—i—sunz.r—‘,—c. 57. —1—1§~e"" (3 sen 3z — 2 cos 3x) C.

58 +%ﬂa'°‘8$+f 59, z(ln?r—2Inz+2)4C. 60. zarcsenx-

+ViT==+c.



Respuestas 605

Capitulo XTIV
1.2.2.02.3.1. 4. 45. 5. 8) &/ b)__px

6. 136, 7.3) —mi b) —e 8.8) % b) 5 10 &) 43 b) %1;.:.)%_
Capitule XV
1 1T 2. a?ln2 3. -‘} 5 moh 5 1. 6 3—25- 7. 5-} 8 2~ 1:2
~ 0,56, 9. 21 5. 0.4, 2 oran 1017 AL Ry 240 0L S
nae® a | r—— h
12, o, b, SV TT AR 15, 8a. 16, - [AB+-ab+(A+a) (B+D).

&
17, 4nR3/3. 18, 16n/15. 19, n2/2. 20, 27, 21. 64n/15. 22. ma%h/2, 23. 2=x.
24, 25 m; 2,5 mfs. 25. 25 1. 26. 2ql/m. 27. =47 400 J. 28, 24%/3.

Capitulo XVI

1.z = ——1—(1 + i3173). 2. a) Banda vertical; b) semiplano; ¢} angulo;

) interior de un circulo unitario. 3. La imagen del dominio es un tridngule cur-
uhm:lu limitado por las curvas: 0* = 4 {1 —u), * =4 (1 - u), v =0{w =
= u - iv).

Capituloe XVIL

1.8)1;b0)1. 2. 2=280;y = =310. 3. NNz =t, yp =1 —t{—o0 << L <
< +oo) para @ = 2; 2) no tiene resoluciones para o ;& 2 4, x = (5 — 3l
(25 ¢ a), y = 16!{45 + @, si @ = —25; para o = —25 las reclas son parale-
las. 5. z = 3%, y = 231, a-vsz{mw{:{+wx:—3.9—2..:-—6
D\rnr=iﬂa]0 b)i2,c)2£’ Toxy=—1, 7, =2 8. D =84 D, =14,
Dy= —84, D, = J[J,z—w',—i—,y = —-‘l.s=-§—-. fox=1T, p=2t, z=—T¢
{—oo < t<"Foo), 10. 6=0,y=0,2=0 para a=%=0; =1, y=—t,
z=—t {(—oo <Ct< oo) parn a = 0. ti. x = 55/M27 = 0,4331, =z, =
= —248;}%7# —4,9528, r, = —183M27 = —1,4403, =z, = —T0M2T =~
= —0.5 .

Capitulo XVIHI
l.a=2;a=nmn/3, = 21f'57==:t.|’42?—~100:—-m'2[5—0~,l—

= /2, 8. 4.20,5. 8 =:8], 3;co8 p= 1/7, sen p = i 1, 3. 6. No coplanares.

Capitulo XIX

1. a) Conjunto de planos de coordenadas Oyz y Ouxz; b) conjunto del plano
de coordenadas Oxy y del plano biscctor del diedro que forman los plancs de
coordenadas Ozz y Quz; ¢) dos planos paralelos y = —2 e y = 1; d) cilindro
parabélico; e) recta paralela al eje Oz; 1) plano de coordenadas Oys 2) a;e Oz;

h)ypunto O {0, 0, M. 2. p = 4; o = 60° B = 420° y = 45°. 3 + =



BOG Respuestas

4, z=3. 5. =1,31.
6. 60°, 120°, 135°. 7. (n, —é. 0) ; ("‘;T u,—-g-); (rl. —%, u) LB 234

Ayttt —dr-4y—2z=0, 9. z=Rcozacos g, y=Rcosasen, z=R sena.

= i __2 o4 v/ 5 5 z—aCo8ty
10. a=2, b=VZ, ¢= T 1. 3v3z 13 12 =
_p—asenty z—bfp b ) = .
T acogly B % Arecss VT ztyt=a?, r=oacos g3
£
y=aua 8€n 5
Capitulo XX

{, a) Banda | y | < 1; b) exterior del circulo z* 4+ y2 = 1; ¢) semiplano
# 4 y = 0. 2. a) Rectas paralelas; b} rectas que pasan por el origen de las coor-
denadas, excluyendo este origen; cg' hipérbolas cuyos ejes coinciden con los
ejes de coordenadas Ox y Oy; d) pardbolas de eje camiin Oy. 3. a) Planos parale-
log; b) cilindres circularea de eje comin OQz. 4. 9) du = 2 [(x — y) dr —

5 wy dz—z dy) _
—{z+ i dyl; b) du= {W' c) du =
ydr—azdy u P 1 —3 —1
ot | §, ==l —SER O 2 = — ) D) e s
21yl V ay ot ¥z 12 V2
i 8 _ e i e
: b 75 2; lgrad, (Mi=1V¥ 5. 6. |grad u(4)] 2~ 51,5 °C/km. 7. a) =
_ _A4sents (L oz by i —0 2%u -
T 4 Veenz | 9zdy  y ' oy g gzt ' o ,
@t Bxy Fu 1 B By ol T 4 0 Ay
gz g4 ' dzdy 2 ' dzdz L ' dyds gt az®
e PPy 2y . 2x—y*) | & L
TTEFyE ' Bray  (z4eRE ' o ey ==
- 2 [ w2 s =
g B=by =0, =AY 9, 2,48 kg/m? = 0,26 kg/m?.

2a 20 a
v3i' va' yi-
2r 2 2r V3 h

13. Lados del paralelepipedo: 5 ¥ g T 14. y==198,77—5,06z.
26

15, 22 = ﬁx—-T_ 16. minu=0=u (—0,6; —0 8); mixu=10=u (0,6; 0,8).

1. z=y=z=}a. 12. Lados del paralelepipedo:

Capitulo XXI

t. Divergente. 2, Divergente. 3. Convergente. 4. Convergente. 5. Diver-
gente. 6. Convergente. 7. Convergente. 8. Convergente. 9. Divergente. 10. Con-
vergente. 11. Convergente. 12. Convergente, 13. Convergente. 14, Convergente.
15. Divergente. 16. Convergente. 17. —1 << z < 1. 18, —o0 < z + oo

2
19. z==0. 20, —{ <z<<3. 21 a==£+xlna+i‘-;;':‘—+... (—oo <1<



Respuestas 607

Dl Fpd 5 i
= ik Lo s (=0 <Cx<-} o), 23. 'l/:::

<4 eoa), 22, sendr=

2l 41 (]
1 £ . o, 13 . ) e
wlthep et} =g O =P ek gl d P e (G R R Bl e
4
“lm g — . (w<ix<oo), 25, INDIGAGION: cos? J:z% X

. : 213 2974 bzt
* (1 4-cos 2x); cos‘:c=1——-§i--]- —-;1—--—-—‘:—-1- (— o0« ¥ < oo},

" o R o i, ) 1 - 1
26, W-t—l—h{ It (—1 <z <<{). 2. ',,— 1__..9—14--52—3’-!—
1. «3:5 "
s A BS a (—t<z<) 28, ) 1,640 b) 0309; o) 1,07,
T 5
20, 0,5450. 30, fiz zl..—’TJF;—z. 31, a) -g—-:;; ’9‘;‘ - ‘*";2" o+
3z Ei cosx €082z _cos_az_

E 2
| i {—a<Cx~_m); b) V= 3 —4(—[2—— 37 -4

— ) (—n=lr=Tn).
Capitulo XXII
3, y=§—;t, 8, 8) 2by>=C; b) ay=C; ¢} y=Cotlnz; d) y= —24Ce%;
) gy —In(C—e%). 5. w) PP — 2% InCx; b) y=zet+C%. G, uz-,‘T{x"’— 1).
7. 2) y;ﬁzijucx; b) re=-CeV—(yf4-2942). 8 y—senz. 9. 224y2—C.

160D .
) 12. 100 g. 13. y(2)=1,122: valor

10, g=e=3/1, 11, Qy=0o (_’5
exacto de y{2)=1--e"2=1,135. 14, y==C;+ Chz—sen z. 15, y=C' sen(z+C,).

x4 F P : 1
16. yA—Cl+—(—~4—E;3— A% y—"l-l—"?*‘-T . i8. a) y=1 ~r2‘—!-—2—v I‘+

1, 1 1 v "
P xtees B y=x g el 2T 18 g e O™, 20, y=
5 Ve
v o™X (0 eos x4y sen x). 2. y=e2 (Cl c-os-]}2—3x |- €, sen 123 ;] "

22, y=ex2 (C14Cy2). 23, y=2cosz—genzr, 24. y:-;— ePx 4O Cpe=.

3]

o
H-Cped, 27, y=1+x—e*coszr. 28. x=C,e P/ cos (t V/q——;;—-l-c,) %
donde g=1ky/m, p=1kym ¥ ky, k, son coeficientes de proporcionalidad.

i g . 1 5 19
25. ysten r-+Cy cos 2z Cysen 2r. 26, yu—-éa:c’ai-—nl-—s-x\i--wl-cle"-f

Capitulo XXI1
1.8) 3 V5/2 W) 2V 2—1)/3; ¢) nRY4; d) a [(n44) V2—8) 2. 3%_



608 Respuestas

2 2 88 256
3. nR. 4, =0, yo-—-—R 5. T 21 A2, b, Jo= 15 ab. 7. a) 16/15;

b) 2m; ¢) 2m. 8. —9/2. 9, a) —2; b) 0; ¢ 3/2; d) e—1, 10. —2mab, 11, A=

_k b 1
= =t 12 — (T—i). 18I 14 M,

Capitulo XXIV
1. 8) 3/2%; b) (1—e )% o) w/2. 2. a) 4(2 y’é 1),:15; by 2/5; ¢ 2a.
2 1 2

1 2x
3. a) S dxg Haz, y)dy= g dy jf{r. g dr; b ﬂ d,:g f(z, v) dy-- g dz X
¢ 0 b g2 oo i
2 b e L 1
bl 5 (=, y)dy=gdy 5 flz, d= o )dx \ f (=, y}dymhdyx
[} 0 0 0 0 H
Vie 2 & i Vi 2
X § iz, y) dz; d) Sd:E i y)dy=\dy g flz, y)dz; e Sd:x
0 -2 = R 0
= f - t Vi
x § e na= 0 S Tt s b &) Y@y | flo pae
-V =i -1 VTR [
€ Inx 1 - Arcsen i ERAEY i
b) 5 dx S fiz, v)dy; <) g dy f(z, y)dz. 5. a) drpjr‘sentpx
1 0 0 aresen y .n:fi [}
an:lgl].ﬁ Zsec afh sen gieost g
xeorgan by | ao | a0 j { i cosgtseneiar.
—nnlg 0,5 0 0

6. a) 1/3; b) 4/21; ¢) 2— V3 In {1+ V3 rl) 16/5. 7. a) 2n%; b) n/4. & a) 1/3;
b) (3n—4)/6; c) 8B/105; d) 32/9; e} 2abe/3. 9. I;=1,=TR4. 10. =0,

Yo=g-a 1. 1/48. 2. 283,

Capitulo XXV

1A+ A=A AAd=A, A+ C=d, AC=A.2.P (A)=1/6; P (B)=
= 5P () =-2f3 3.2790, 4.a . h)iM 5. a) 80%; b) ~97%. 6. a) 0,992;
moa?e-zz P 80/243; P, = 80/243; Py — 40/243;
RV oy e 11 N S A Sl il s e .
12. ® (z) = Opara —W{z{ﬂ,@(z]—%x para 0z 1y @ (o) =
%z—%pm‘a 1<z<2; O(z) =1 para 2 <z << oo} M (X) _1%|
1 4
D(X)= 4_3 13. tp(x}zﬁ;M(X)=0'D(X)“—£"0(X} 775~ 08

15. ~~ 0,384. 16. El niimero de los paquetes estindares debe ser de aproximada-
mente 9540,



